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Introduction 



Le debut de ce siecle a vu Temergence de deux nouvelles theories qui ont completement 
boulverse le monde de la physique : la theorie de la relativite generate et la mecanique quantique. 
Ces deux revolutions sont a l'origine de la grande majorite des developpements de la physique 
theorique de notre siecle, y compris les avancees les plus recentes. 

La mecanique quantique est une theorie de l'infiniment petit qui cherche a decrire des 
sytemes physiques dont Taction est une quantite de meme ordre de grandeur que la constante 
de Planck h — 1,05 1CT 34 J-s. Cette constante a ete introduite par Planck dans son etude 
du corps noir, qui a ete amene a faire l'hypothese suivante : Taction ne peut varier que par 
multiples entiers de h. 

Ulterieurement, la mecanique quantique a ete developpee sur la base de l'hypothese de 
Planck, et s'applique a des sytemes physiques tres generaux, allant de Tatome aux systemes 
macroscopiques decrits par le biais de la physique statistique. Le point central de cette theorie 
est le principe d'incertitude de Heisenberg, qui peut etre formule comme suit : II n'est pas 
possible de mesurer simultanement la position et Timpulsion d'une particule car Tincertitude 
Ax sur la mesure de sa position et Tincertitude Ap sur son impulsion doivent satisfaire a la 
relation Ax ■ Ap ~ h. Ceci a pour consequence que la notion de trajectoire dans Tespace des 
phases n'a plus de sens et est une premiere invitation a reconsiderer nos conceptions actuelles 
de la geometrie. 

Le formalisme mathematique de la mecanique quantique est la theorie des espaces de Hilbert. 
L'etat du systeme physique considere est un vecteur d'un certain espace de Hilbert et les 
observables sont des operateurs hermitiens agissant sur cet espace de Hilbert, le spectre d'une 
observable correpondant aux differentes valeurs que cette observable peut prendre lors d'une 
mesure physique. 

En consequence, la position x et Timpulsion p d'une particule sont remplacees, en mecanique 
quantique, par des operateurs x et p agissant sur un certain espace de Hilbert. Cet espace n'est 
autre que Tespace L 2 (R) des fonctions de carre sommable de la variable x et les operateurs x 
et p sont definis par 

d 

x^f(x) = x^(x) et p^(x) = -ift— ^(x) 

pour tout ^ G L 2 (r). II est remarquable que le commutateur de ces deux operateurs soit non 
nul, 

[x,p] = ih, 

et que cette regie de commutation ait pour consequence la relation d'incertitude de Heisenberg. 
Puisque x et p engendrent Talgebre des observables quantiques, cette algebre non commutative 
doit remplacer Talgebre des fonctions sur Tespace des phases classique. Par consequent, la 
geometrie de Tespace des phases quantique fait appel aux coordonnees non commutatives x et 
p. 
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Parallelement, la theorie de la relativite generale, qui a obtenu des succes remarquables, se 
base sur une conception geometrique de l'espace-temps qui est assimile a une variete munie 
d'une metrique g^ v . Contrairement a la plupart des autres theories physiques, cette metrique 
n'est pas donnee a priori mais est une variable dynamique comme peut l'etre, par exemple, la 
coordonnee ou l'impulsion d'une particule. La dynamique de cette theorie est gouvernee par les 
equations d'Einstein, 

1 8irG 

qui relient le tenseur de Ricci TZ^ et la courbure scalaire 71, qui dependent de la metrique g^, 
au contenu materiel de l'espace-temps decrit par le tenseur energie- impulsion T^ u . La constante 
G est la constante de Newton G = 6, 67 10 -11 N-m 2 -kg -2 et c = 3 10 8 km-s" 1 designe la vitesse 
de la lumiere dans le vide . 

Ces equations ont pour consequence que toute concentration importante de matiere ou 
d'energie en un point donne entraine une courbure de l'espace-temps. Au-dela d'un certain 
seuil, cette courbure est si importante que meme la lumiere ne peut plus quitter le voisinage 
de ce point. II apparait done une sorte de singularity et on en peut plus obtenir la moindre 
information en provenance de cette region de l'espace-temps. 

Supposons maintenant que nous voulions localiser une particule dans l'espace-temps avec 
une precision arbitraire. D'apres le principe de Heisenberg, l'incertitude sur son impulsion 
devient alors arbitrairement grande et nous devons pour cela disposer de particules incidentes 
d'energie tres elevee. Suivant la discussion precedente, cette importante concentration d'energie 
donne naissance a une singularite, si bien qu'il est impossible de localiser une particule dans 
l'espace-temps avec une precision superieure a un certain seuil [[DFR . 



Cette incertitude minimale sur la position d'une particule est egale a la longueur de Planck 

iGh 

l P = J— ~ 1,6 10 _33 cm. 



Si on ramene cette longueur a une echelle d'energie, on trouve une energie qui est de l'ordre de 
10 19 GeV, ce qui est considerable et evidemment hors de portee des accelerateurs de particules. 
Les considerations developpees a une telle echelle d'energie sont done uniquement de nature 
theorique, meme s'il est possible d'en deduire quelques consequences sur les theories valables a 
l'echelle d'energie du modele standard qui est de l'ordre de la centaine de GeV. 

Cela implique qu'il doit exister des relations d'incertitude pour les coordonnees de l'espace- 
temps lui-meme. En suivant l'analogie avec l'espace des phases et la mecanique quantique, cela 
nous amene tout naturellement a supposer que les coordonnees de l'espace-temps sont elles 
aussi des elements d'une algebre non commutative. Bien entendu, ces relations d'incertitude ne 
peuvent etre decelees a l'echelle macroscopique et nous supposerons toujours que cette structure 
non commutative de l'algebre des coordonnees n'est importante qu'a l'echelle de la longueur de 
Planck. 

Les principales theories qui decrivent les interactions fondamentales, que ce soient les 
theories de Yang-Mills ou la relativite generale, sont des objets de nature geometrique. En 
effet, leur formulation la plus naturelle et la plus elegante se fait en utilisant le langage des 
espace fibres [RJ. Par consequent, si nous voulons construire une theorie susceptible de decrire 
la physique a l'echelle de Planck, nous devons etendre ces concepts geometriques a des es- 
paces dont les coordonnees ne forment plus necessairement une algebre commutative. Cette 
nouvelle geometrie, qui se base sur une algebre de coordonnees non commutative prend tout 
naturellement le nom de geometrie non commutative. 
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A priori, il existe autant de geometries non commutative que de possibilites de choisir les 
relations defmissant l'algebre des coordonnees. De plus, pour une algebre donnee, il y a en 
general plusieurs generalisations possibles des concepts geometriques. Toutes ces constructions 
peuvent etre regroupees selon que l'accent est mis sur tel ou tel aspect de la geometrie. Avant 
d'etudier plus en detail notre sujet, donnons quelques exemples de geometries non commutative, 
en renyoyant a ||Ma|| pour une discussion plus detaillee. 

L'exemple le plus connu de la communaute des physiciens des particules est certainement 
la supersymetrie. En effet, la supersymetie est une forme tres particuliere de geometrie non 
commutative, puisqu'elle contient, outre les coordonnees ordinaires, des variables de Grassmann 
satisfaisant a des relations du type Q$j + 9j&i = 0. II est alors possible de definir l'analogue 
de la derivation et de l'integration par rapport aux coordonnees ${. L'utilisation de concepts 
geometriques dans le cadre de la supersymetrie se revele alors extremement utile et permet de 
simplifier de nombreux calculs. 

Un autre exemple de geometrie non commutative est forme par la theorie des groupes quan- 
tiques. Dans cette theorie, l'accent est mis sur la notion de symetrie. En geometrie ordinaire, 
une symetrie est decrite par Taction d'un groupe sur un certain espace. Puisque Ton doit tra- 
vailler avec l'algebre des coordonnees plutot qu'avec les points, cette action se traduit par une 
coaction de l'algebre des fonctions sur le groupe sur l'algebre des coordonnees. Dans certains 
cas, il est possible de rendre ces deux algebres non commutatives tout en preservant la coaction 
de l'une sur l'autre. L'algebre des fonctions sur un groupe possede une structure tres riche, 
appelee algebre de Hopf, due a la loi de multiplication sur le groupe. Lorsque cette algebre est 
une deformation d'une algebre de fonction sur un groupe ordinaire, elle prend le nom de groupe 
quantique ||CP| . 



L'exemple le plus simple d'espace non commutatif admettant une symetrie quantique est 
certainement le plan quantique. Celui-ci est decrit par deux coordonnees x et y satisfaisant 
a la relation xy = qyx, ou q est un nombre complexe non nul. II est possible de definir une 
deformation SL q {2) de l'algebre des fonctions sur le groupe SL{2) qui coagit sur le plan quan- 
tique. On peut alors construire l'analogue des formes different ielles sur le plan quantique et ces 
formes sont assujetties a une condition de covariance par rapport a cette coaction. 

Dans ce travail, nous etudierons essentiellement l'approche developpee par A. Connes dans 
C5d ainsi que dans [ |C7|| , renvoyant a ||C4[| , a [ |Land|| et a pour une introduction pedagogique. 



En se basant sur l'analogie avec la mecanique quantique, cette theorie fait appel a des 
algebres de coordonnees qui sont toujours representees commes des sous-algebres de l'algebre 
des operateurs d'un certain espace de Hilbert. Ainsi, la majorite des operations se font dans 
le cadre de l'espace de Hilbert et nous avons a notre disposition le puissant arsenal de l'anal- 
yse fonctionnelle, qui devient indispensable lorsqu'il s'agit de travailler avec des algebres de 
dimension infinie. Malheureusement le prix a payer est assez lourd car il nous est absolument 
impossible de travailler avec des algebres qui ne sont pas semi-simples, comme par exemple 
l'algebre de Grassmann de la supersymetrie ou certains groupes quantiques lorsque le parametre 
de deformation est une racine de l'unite. 

Plus precisement, la demarche employee en geometrie non commutative est la suivante : 

- Partant d'un ensemble X muni d'une certaine structure geometrique (structure d'espace 
topologique ou mesurable, ou de variete different iable, . . . ), on formule la theorie sous- 
jacente a l'aide de sous-algebres adequates de l'algebre des fonctions a valeurs complexes 
definies sur X. 

- On etend ensuite tous les resultats de la theorie precedente qui ne font pas usage de la 
commutativite de l'algebre. 
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Cette demarche est illustree par le lien entre C*-algebres et topologie generale (cf Appendice 
A). Dans un premier temps, on montre que l'algebre des fonctions continues sur un espace 
topologique localement compact est une C*-algebre commutative et que toute C*-algebre com- 
mutative est l'algebre des fonctions continues sur un espace localement compact. On definit 
alors la donnee d'un espace topologique non commutatif comme etant la donnee d'une C*- 
algebre non commutative, et on etend la plupart des definitions et des theoremes de topologie 
qui ne reposent pas sur la commutativite de l'algebre des coordonnees. De plus, les symetries, 
qui sont decrites dans le cas commutatif par les homeomorphismes, correspondent dans le cas 
non commutatif aux automorphismes de l'algebre A. 

Bien d'autres aspects de la geometrie et de la topologie peuvent etre etendus au cas non 
commutatif en utilisant ce precede. Par exemple, il est possible de definir de maniere purement 
algebrique la notion de fibre vectoriel qui nous mene a la K-theorie (cf Appendice B). D'un 
autre cote, s'il n'est pas possible pour l'instant de caracteriser ainsi l'algebre des fonctions lisses 
sur une variete, on peut toujours definir de maniere axiomatique les formes differentielles et leur 
integration. Cette theorie se generalise au cas non commutatif par le biais de la notion de cycle, 
qui est a la base de la cohomologie cyclique (Appendice C). Sur le plan purement mathematique, 
cette construction atteint son apogee avec la definition du couplage de la cohomologie cyclique 
avec la K-theorie par l'intermediaire du caractere de Chern. 

Les theories de jauge peuvent aussi etre definies en utilisant la notion de module projectifs et 
de connexion. Afin de pouvoir definir l'analogue non commutatif de la relativite generale ainsi 
que le couplage de cette theorie avec des fermions, la notion qui interesse le physicien des hautes 
energies est celle de variete a spin. Cette derniere peut etre caracteriseee de maniere purement 
algebrique a l'aide de la notion de triplet spectral (A,TC,V) ||C7|| . Puisque nous reviendrons 
largement sur la definition de cette notion, contentons-nous de definir un tel triplet comme 
etant une algebre involutive A jouant le role de l'algebre des coordonnees, representee sur une 
espace de Hilbert TC. V est un operateur agissant sur TC qui generalise l'operateur de Dirac. 

A partir de ce triplet spectral, on definit un calcul differentiel qui permet la construction 
de theories de Yang-Mills, en incluant la generalisation de configurations ayant une topologie 
non triviale. Dans ce formalisme, le role des transformations de jauge est joue par les elements 
unitaires de l'algebre A. Tout comme en theorie des champs ordinaire, l'invariance sous ces 
transformations de jauge nous amene a remplacer l'operateur de Dirac usuel par un operateur 
de Dirac covariant, qui contient un champ de jauge. La dynamique de la theorie est alors 
gouvernee par le principe d 'action spectrale, qui stipule que Faction ne depend que du spectre 
de l'operateur de Dirac covariant. 

Lorsque le triplet spectral est le produit du triplet spectral relatif a la geometrie de l'espace- 
temps par un triplet spectral fini (i.e. tel que A et TC soient de dimension finie) judicieusement 
choisi, la construction precedente permet de retrouver le modele standard couple a la theorie de 
la gravitation. Outre Interpretation geometrique du boson de Higgs comme une connexion as- 
sociee a la composante discrete de l'espace-temps, ce modele impose de nombreuses contraintes 
aux masses et aux constantes de couplage du modele standard. En particulier, ce modele permet 
de predire une masse du boson de Higgs de l'ordre de 200 GeV [ CIKS2|| . 

L'objet de cette these est la construction et l'etude de differents modeles physiques que Ton 
peut construire a l'aide de la geometrie non commutative. Cela inclut l'analyse de toutes les 
theories de Yang-Mills-Higgs que Ton peut obtenir en utilisant un triplet spectral proche du 
modele standard. Cependant, nous nous sommes aussi efforce d'etudier des triplets spectraux 
d'un type different, comme par exemple le tore non commutatif. De faqon generale, nous avons 
considere ces objets comme servant de base a des constructions geometriques permettant de 
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generaliser certains aspects de la theorie des champs ordinaire, etant entendu que l'expression 
" theorie des champs" designe un systeme dynamique ayant un nombre infini de degres de liberte 
et susceptible d'une certaine interpretation geometrique. 

Ce travail est divise en quatre chapitres d'une importance egale. 

Dans un premier temps, nous rappelons les bases axiomatiques de la geometrie non commu- 
tative, ainsi que quelque constructions classiques que nous utiliserons par la suite, comme celle 
de l'algebre differentielle ou des theories de jauge. Nous introduisons aussi le caractere de Chern 
ainsi que la version locale du theoreme de l'indice. En nous basant sur ces constructions, nous 
proposons une definition de Paction de Chern-Simons en geometrie non commutative et nous 
etudions ses proprietes sous les transformations de jauge. En utilisant la forme de Chern-Simons, 
nous donnons egalement une nouvelle demonstration d'un resultat relatif a la minoration de 
nature topologique de Taction de Yang-Mills pour un triplet spectral de dimension 4. 

Le second chapitre est consacre a une etude detaille des triplets spectraux finis. Nous don- 
nons la forme simplified des axiomes dans ce cas ainsi que leur solution generate et nous 
proposons un interpretation diagrammatique de la solution precedente. Ce chapitre inclut 
egalement l'etude d'objets associes a ces triplets spectraux comme les theories de jauge ou 
les distances. 

Ensuite, nous utilisons les resultats precedents pour etudier systematiquement tous les 
modeles qui peuvent etre construits a l'aide du produit tensoriel de la geometrie de l'espace- 
temps usuel par un triplet spectral fini. Ces modeles sont des modeles de Yang-Mills-Higgs 
couples a la gravitation dont nous analysons les secteurs fermionique et bosonique en nous 
servant autant que possible de la methode diagrammatique. 

Le dernier chapitre est consacre a l'etude du tore non commutatif. Nous commengons par 
un bref rappel de ses proprietes algebriques et nous verifions que les axiomes de la geometrie 
non commutative sont satisfaits. Ensuite, nous etudions les theories de jauge sur le tore non 
commutatif en utilisant les methodes du chapitre 1 ; en particulier nous verifions l'invariance 
de jauge de Taction de Chern-Simons ainsi que la quantification de la borne topologique de 
Taction de Yang-Mills en dimension 4. Enfin, nous terminons cette etude par la quantification 
de la theorie de Yang-Mills : nous etendons la symetrie BRS, donnons les regies de Feynman 
associees et terminons en donnant les principales caracteristiques de cette theorie. 

Trois appendices suivent le corps de cette these. Ceux-ci n'ont d'autre pretention que de 
fournir au lecteur un receuil de definitions et de resultats classiques en geometrie non commu- 
tative, lui evitant de la sorte des renvois trop nombreux a la litterature existante. 
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Chapitre 1 

Geometrie spectrale non commutative 



1.1 Les axiomes de la geometrie non commutative 

1.1.1 Les triplets spectraux 

La demarche employee en geometrie non commutative peut etre resumee en deux etapes. 

- Partant d'un espace geometrique X (c'est-a-dire que X est un espace mesurable ou 
topologique, ou encore une variete differentiable), on formule la theorie mathematique 
sous-jacente a l'aide de certaines sous-algebres de l'algebre des fonctions a valeurs com- 
plexes definies sur X. 

- Ensuite, on generalise les definitions et theoremes de la theorie qui ne font pas appel a la 
commutativite de l'algebre. 

Dans le cas des espaces mesurables et des espaces topologiques, cette demarche ne faisait 
intervenir que l'algebre des fonctions correspondantes (fonctions mesurables et fonctions contin- 
ues), representee dans un espace de Hilbert H, ainsi que leurs generalisations non commutatives 
qui sont les algebres de von Neumann et les C*-algebres (cf Appendice A). 

Par contre, pour construire l'analogue non commutatif du calcul differentiel et de la 
geometrie riemanienne, nous sommes amenes a introduire un autre objet qui est un operateur 
T> sur 7i. Dans le cas d'une variete munie d'une structure riemannienne a spin, cet operateur 
n'est autre que l'operateur de Dirac. 

Par exemple, dans le cas general non commutatif, nous considerons les elements de A comme 
generalisant les fonctions et nous voulons pouvoir definir la different ielle d'un element x G A, 
en conservant la plupart des proprietes et usuelles de la different ielle. De plus, il est necessaire 
que cette definition de la differentiation coincide, dans le cas commutatif, avec la definition 
usuelle. 

La solution de ce probleme fait appel a l'operateur de Dirac V [JU5| . En effet, pour tout 
x G A, nous definissons la derivee exterieure de la 0- forme 7r(x) G Q^A), oil 7r designe la 
representation de A dans l'algebre des operateurs sur TC, par 



Nous verrons ulterieurement que cette definition, ainsi que ses generalisations d'ordre superieur, 
verifie toutes les proprietes de la differentielle (cf §1.3.1). 

Bornons-nous pour le moment a etudier le cas commutatif. Nous choisissons une variete 
riemannienne M. de dimension n munie d'une structure de spin et A = C°°(A4) n'est autre 
que l'algebre involutive des fonctions lisses definies sur M. et a valeurs complexes. L'espace 
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de Hilbert TC est le complete L 2 (Ai,S) pour la norme L 2 de l'espace des spineurs de carre 
integrable, sur lequel A est representee par simple multiplication. 

Enfin, T> est l'operateur de Dirac, donne en coordonnees locales par T> = 27 M (<9 M + u^), ou 
7^ designe les matrices de Dirac hermitiennes reliees a la metrique par 

7 Y + 7 y = 2^. (1.2) 

Bien entendu, est la derivation par rapport a la coordonnee locale x^ et nous utilisons la 
convention d'Einstein pour les indices grecs uniquement : la somme sur tout indice repete en 
position haute et basse est sous-entendue. uj^ est la connexion spinorielle qui n'est autre que la 
connexion de Levi-Civita exprimee en partie dans la base des "vielbeins". Cette connexion ne 
jouera aucun role avant le chapitre 3, aussi nous contenterons nous de noter qu'elle commute 
avec Paction des fonctions. 

II est alors tres facile de calculer le commutateur de T> avec Paction d'une fonction / G 
C°°(M), 

[V, *(/)] = W(d, + w M ), /] = vf (dj + fd, - = vfd^f. (1.3) 

En identifiant ry M et la forme differentielle dx 11 , nous pouvons considerer que [D, 7r(/)] est 
analogue a la differentielle df = d^fdx^. Nous verrons que cette construction se generalise aux 
formes differentielles de tous ordres. 

Le second outil indispensable en geometrie differentielle est la theorie de Pintegration par 
rapport a la forme volume ■ s /gd n x determined par la structure riemannienne. Celle-ci se refor- 
mule a Paide de la trace de Dixmier (cf Appendice A) de la maniere suivante, 

J ^gd n xf = (2 n -^ 2 K n ' 2 Y{n/2 + 1)) Tr w (tt^IPP) , (1.4) 

ou Tr w est la trace de Dixmier. Cela nous amene a definir Panalogue de Pintegrale d'un element 
a G A par 

jads n = {T- [n/2 K n/2 T{n/2 + 1)) Tr w {n{a)\V\~ n ) , (1.5) 

ou on a note ds = y/ D 2 . 

L 'utilisation de la trace de Dixmier dans le cas general nous amene a imposer une condition 
de decroissance aux valeurs propres de |X>|~ n (voir Paxiome de dimension). 

Ainsi, il apparait que Pobjet fondamental en geometrie non commutative est un triplet 
(A,TC,T>), appele triplet spectral ||U5|| . 

Definition 1.1.1 Un triplet spectral est un triplet (A,7i,T>) forme d'une algebre involutive A 
munie d'une representation involutive tt sur un espace de Hilbert TC. T> est un operateur non 
borne et hermitien a resolvante compacte et tel que [D, ir(x)] soit borne pour tout x G A. 

Dans tout ce qui suit, Palgebre A n'intervient que par sa representation en tant qu'operateurs 
sur Tt. Si cette representation n'est pas injective, son noyau J est un ideal bilatere et Palgebre 
A/ J a une representation fidele. Puisque les theories construites a partir de A et de A/ J sont 
identiques, nous supposerons toujours n fidele. 

Les proprietes de V sont motivees par Panalogie avec le cas classique. Dans ce cas, TC 
est l'espace de Hilbert obtenu en completant pour la norme L 2 l'espace des sections du fibre 
spinoriel. Les nouveaux elements introduits par cette completion ne sont pas derivables, aussi 
l'operateur de Dirac est un operateur non borne, defini uniquement sur un sous-espace dense 
de TC. 
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T> est un operateur a resolvante compacte signifie que pour tout nombre complexe non reel A 
l'operateur (V — A) -1 est compact. De maniere equivalente, Daun noyau de dimension finie et 
son inverse, defini sur l'orthogonal de son noyau, est un operateur compact. En consequence, la 
suite decroissante des valeurs propres de l^l -1 tend vers et son taux de decroissance permet 
de minorer la dimension de l'espace. 

Enfin, puisque dans le cas commutatif la different ielle d'une fonction /, donnee par 

df = [V, f] = i-fdj, (1.6) 

est un operateur borne, nous supposerons que [D, tt(x)] est borne pour tout x £ A. Cette 
hypothese s'averera necessaire pour pouvoir definir la theorie de l'integration des formes 
different ielles en utilisant la trace de Dixmier. 

Lorsque la dimension de l'espace est paire, la construction de l'analogue non commutatif des 
formes differentielles et de leur integration fait intervenir de maniere cruciale une Z2-graduation 
7, qui dans le cas commutatif n'est autre que la graduation 7 n+1 de l'algebre de Clifford. Aussi 
supposerons-nous que lorsque n est pair, le triplet spectral (A, 7i, V) est pair dans le sens 
suivant. 

Definition 1.1.2 Un triplet spectral est pair s'il existe une involution hermitienne 7, appelee 
chiralite, qui anticommute avec T> et commute avec tc(x) pour tout x £ A. 

Dans le cas commutatif, il est possible de caracteriser, lorsqu'elles existent, les structures 
spinorielles sur une variete compacte a l'aide des triplets spectraux. Cependant, nous devons 
supposer que ces derniers satisfont a d'autres hypotheses que nous donnons dans la suite ||U7||. 



1.1.2 Caracterisation des varietes a spin 

Pour commencer, nous allons caracteriser les structures de spin sur une variete compacte 
M. de dimension n a l'aide des triplets spectraux (A,H,T>), ou A est l'algebre des fonctions 
C°° sur M. a valeurs complexes. 

La premiere condition que nous devons imposer a l'operateur de Dirac est relative au taux 
de decroissance des valeurs propres de l'operateur compact ds = l^l -1 . En effet, nous voulons 
pouvoir definir l'integrale d'un element de A a l'aide de la formule (|1.4[), ce qui implique que 
IT*! - ™ = ds n doit etre un infinitesimal d'ordre 1. En prenant la racine n-ieme, on est amene a 
supposer que T> satisfait a l'axiome suivant. 

Axiome 1 (Dimension) Pour une geometrie de dimension n, ds = l^l -1 est un infinitesimal 
d'ordre 1/n. 

Nous donnons dans l'Appendice A la definition et les principales proprietes des in- 
finitesimaux. Rappelons cependant que par definition, un operateur compact est un infinitesimal 
d'ordre a > si la suite decroissante de ses valeurs propres (Xk)keM satisfait a 

Ainsi, T> est un operateur non borne dont les valeurs propres croissent au moins aussi vite 
que la suite k l l n pour une variete de dimension n. 

Ensuite, il nous faut imposer a l'operateur de Dirac d'etre un operateur differentiel d'or- 
dre un. Pour caracteriser algebriquement ces operateurs, supposons que V soit un operateur 
differentiel et / £ C°°(M) une fonction. Dans ce cas, il est facile de montrer, en utilisant un 
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systeme de coordonnees locales, que V est un operateur differentiel d'ordre k si et seulement 
si [V, f] est un operateur differentiel d'ordre k — 1. Puisque les operateurs differentiels d'ordre 
sont ceux qui commutent avec les fonctions, T> est un operateur differentiel d'ordre un si et 
seulement si il verifie la condition suivante. 

Axiome 2 (Ordre un) Pour toutes fonctions a,b G A, on a [[D, ir(a)] , 7r(&)] = 0. 

En general, l'operateur de Dirac et son carre sont des operateurs non bornes ce qui in- 
duit certaines complications, en particulier lorsqu'on est amene a faire commuter T> 2 avec des 
elements de it(A) et [£>, 7r(.A)]. Pour remedier a cela, nous ferons l'hypothese suivante. 

Axiome 3 (Regularite) Pour toute fonction a G A, n(a) et [D, 7r(a)] appartiennent a Vin- 
tersection des domaines de toutes les puissances 5 k de la derivation 5 definie par 5(b) = [\T>\, b] 
lorsque b appartient a I'algebre engendree par n(A) et [D,n(A)]. 

L' axiome suivant permet de caracteriser algebriquement la chiralite 7 en dimension paire. 
II convient de noter que c'est le seul axiome faisant explicitement reference a l'integralite de la 
dimension. 

Axiome 4 (Orientabilite) i7 existe un cycle de Hochschild c G Z n (A) de dimension n tel que 
7r(c) = 1 lorsque n est impair et 7r(c) =7 lorsque n est pair. 

Tout comme 7 n+1 , 7 n'est defini que lorsque la dimension est paire. Aussi, en dimension 
impaire 7 est remplace par 1 dans l'axiome precedent. Pour un produit tensoriel general c = 
do <S> ai <8> . . . <S> a n , nous definissons, 

tt(c) = vr(a ) [V, ir{a x )} ...[V, vr(a n )], (1.8) 

qui s'etend par linearite a tous les elements de w 4® <n+1 ). 

L'homologie de Hochschild est la theorie duale de la cohomologie de Hochschild. Puisque, 
dans le cas de I'algebre des fonctions sur une variete, cette derniere est reliee a l'integration des 
formes differentielles |p2 |, l'homologie de Hochschild correspond aux formes differentielles (cf 



Appendice C). 

Pour une algebre A quelconque, l'homologie de Hochschild est l'homologie du complexe 

£- C (A) ± . . . £ C n (A) ± C n+1 (A) ^ • • • (1-9) 

ou C n (A) est le produit tensoriel de I'algebre A par elle-meme n+1 fois et b : v 4® <n + 1 ) — > A® n 
est defini par 

b(a (g) a\ ® ... (g> a n ) = a ai ® a 2 <8> ••• <E> a n + (—l) n a n a <g> ai g) ... <8> a n _i 

n— 1 

+ E (-1)^0 ® ai <8> ... ® OjOi+i ® ••• <8> a n . 
i=i 

Par definition, l'espace Z n (A) des cycles de Hochschild de longueur n est l'ensemble des c G 
C n (^4) qui verifient b(c) = 0. 

Precisons le lien entre l'homologie de Hochschild et les formes differentielles lorsque I'algebre 
A est commutative. Dans ce cas, on definit un cycle de Hochschild de dimension m par 

c= e (°") a o ® 0^(1) <S> ■ ■ ■ ® a<r( m ) (1-10) 

pour tous a , . . . , a m G A. 
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En revenant au cas A = C°°(Ai), on represente ce cycle comme operateur sur TC a l'aide 
d'une formule analogue a celle relative aux formes differentielles, 

?r(c) = e(«7)7r(a ) [£>, 7r(a CT(1) )] . . . [P,7r(o ff ( m ))] . (1.11) 

Lorsque V est l'operateur de Dirac £7 M (<9 M + w M ), on a 

vr( c ) = £ e(a)a d^ 1)ai tr^ ■ ■ ■ d^ai^ . (1.12) 

Si on identifie et cix^ comme nous l'avons fait lorsque nous avons defini la differentielle 
d'une fonction / G A, 7r(c) s'identifie a la forme differentielle 

ao A dai A ... A da m . (1.13) 

Puisque les formes differentielles correspondent aux cycles de Hochschild, il est naturel de 
chercher a definir la derivee exterieure dans cadre. Celle-ci doit etre un operateur de carre nul 
qui transforme Z n (A) en Z n+ i(A). Ces proprietes sont verifiees par l'operateur B : J\®( n + l ) — > 

A®(n+2) ^ fini par 

B(a (g> ai <g> ... ® a m ) = 

m— 1 

£ (-1)™ 1 ® ^ g> ... ® a m ® a ® ... <g> aj_i 

i=0 

m— 1 

- E (-l) m(j - 1} Oi_i ® 1 ® a< ® ... ® a m ® a ® ... <g> a;_ 2 , 

i=0 

pour tous ao, ...,a m G A En effet, on montre que B 2 = et que Bb+bB = 0, ce qui implique que 
B(Z m (A)) C Z m+ i(A). De meme on obtient un analogue du produit exterieur en considerant 
le produit "shuffle" Q. 

En utilisant la representation a l'aide de commutateurs avec l'operateur de Dirac, il est 
facile de montrer que ir(B(c)) s'identifie a 

da A dai A ... A da m , (1-14) 

ce qui prouve que B est 1' analogue de la derivee exterieure. 

Lorsque Ton applique ces resulats au cycle donne en coordonnees locales par 

j-[»/2] 

c = — e (°") 1 ® ^ CT(1) ® •■• ®^ CT(n) , (1.15) 

on trouve 7r(c) = 7 n+1 lorsque la dimension est paire et 7r(c) = 1 dans le cas impair, ce qui 
prouve que l'axiome de realite est satisfait lorsque (A, H, V) est le triplet spectral associe a une 
structure spinorielle sur Ai. 

De plus, cet exemple nous montre que 7 est analogue a la forme volume 

^-dx° A...Adx n , (1.16) 
n\ 

ce que fera jouer a 7 un role important dans la theorie de l'integration des formes differentielles 
non commutatives. 

L'axiome suivant permet de caracteriser les spineurs de classe C°°. lis doivent former un 
module projectif fini sur A, qui n'est autre que la formulation algebrique de la notion de fibre 
vectoriel (cf Appendice B). 
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Axiome 5 (Finitude) L 'intersection des domaines de toutes les puissances T> k de I'operateur 
de Dirac est un module projectif fini sur A sur lequel la relation suivante definit une structure 
hermitienne (, ) 

(7r(a)£,C)= / a(£X)ds n , (1.17) 



pour tous £, £ G W e£ a G .A. 



Cet axiome fait appel a la notion de structure hermitienne sur un module projectif fini que 
nous decrirons en detail lorsque nous etudierons les theories de jauge (cf §1.2.3.). 

En particulier, cela interdit aux valeurs propres de \V\ de croitre plus vite que la suite fc 1//n , 
car si tel etait le cas, les valeurs propres de ds n decroitraient plus vite que la suite 1/n, et le 
second membre de ( |1.17|) serait identiquement nul. Ce resultat est a rapprocher de l'inegalite 



obtenue dans |[VW|| sur les valeurs propres de I'operateur de Dirac usuel, dont on pourra trouver 



une demonstration nouvelle, basee sur la dualite de Poincare, dans ||Mo| 



II est important de remarquer que cet axiome ne peut etre satisfait si la chiralite 7 = 7r(c) 
est l'image d'un bord. En effet, si n > 0, l'application 



Tr w ( 7 7r(a ) [V, 7r(a x )] • • • [V, 7r(a n )] \V\- n ) , (1.18) 



oil on pose 7 = 1 dans le cas impair, est un cocycle de Hochschild (cf §1.3.1 pour la 
demonstration). En consequence, si c etait un bord, on aurait 

Tr w ( 7 7r(c)|P|- 11 ) = TrjD|- n = 0, (1.19) 

ce qui est en contradiction avec l'axiome de finitude. En dimension nous avons un resultat 
similaire sur lequel nous reviendrons (cf. §2.1.1). 

En association avec l'axiome de regularite, cette condition permet de caracteriser les fonc- 
tions C°° comme les elements de l'algebre de von Neumann engendree par ir(A) satisfaisant a 
l'axiome de regularite. 

La dualite de Poincare est une des principales proprietes des varietes compactes. Celle-ci 
stipule que la forme bilineaire definie sur les groupes de cohomologie de de Rham H P (M) et 
H n - p (M) par 



(w,0- / (1.20) 
Jm 

oil uj et £ sont des representants respectifs de H p {Jv[) et H n ~ p (A4), est non degeneree. Cette 

forme bilineaire est apelee forme d'intersection et l'axiome suivant exprime la dualite de 
Poincare de maniere purement algebnrique. 

Axiome 6 (Dualite de Poincare) La matrice de la forme d'intersection fl : K*(A) x 
K*(A) — > Z est non degeneree. 

K*(A) est une notation collective pour tous les groupes K n (A). Rappelons que grace au 
theoreme de periodicite de Bott, K n+2 (A) = K n (A), ce qui permet de reduire notre etude aux 
cas des groupes K (A) et Ki(A). 

II est important de noter que nous employons la notation K (A) pour l'algebre A = C°°(A4), 
alors qu'elle n'est en principe definie que si A est une C*-algebre. Cependant, la K-theorie peut 
etre definie de maniere purement algebrique, sans faire reference aux proprietes topologiques 
de C*-algebres et nous supposons done que K (A) designe la K-theorie algebrique de A. En 
particulier, l'algebre C°°(A4) est une pre C*-algebre dense dans l'algebre C°(A4) des fonctions 
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continues sur A4. Par consequent, sa K-theorie algebrique coincide avec la K-theorie de la C*- 
algebre C°(A4). De plus, la K-theorie de la C*-algebre C°(A4) est identique a sa K-theorie 
topologique et classifie les fibres vectoriels complexes sur M. (cf Appendice A). 

La forme bilineaire sur le groupe K (A) ® K\{A) est definie grace au couplage avec l'indice 
de l'operateur T>. Decrivons plus en detail la definition de la forme d'intersection sur le groupe 
K°(A) en dimension paire. 

Les elements de K (A) sont des classes d'equivalence de projecteurs qui correspondent a 
des modules projectifs finis sur A4. Pour definir une forme bilineaire sur K (A), nous partons 
d'un couple de deux elements de K (A) determines par les projecteurs t\ et e 2 , auxquels nous 
devons associer un nombre entier D(ei,e2). 

Cette construction passe par deux etapes. Dans un premier temps, nous construisons un 
nouvel element de K (A) note m*(ei (g> e 2 ). La construction de cet element repose sur les 
proprietes mathematiques du groupe K (A). En effet, l'association d'un groupe K (A) a toute 
algebre A est un foncteur covariant de la categorie des algebres vers la categorie des groupes. 
Cela implique que la multiplication m, qui est un morphisme de A <S> A dans A puisque A est 
commutative, definit une application bilineaire de m* Kq(A) x Kq(A) dans Kq(A). Cela permet 
d'associer au couple (e 1; e 2 ) un nouveau projecteur que nous notons e = m*(ei <g> e 2 ). 

Ensuite, nous associons a e un entier par l'intermediaire de l'operateur de Dirac. Puisque 
nous sommes en dimension paire, definissons deux operateurs T> + et T>~ adjoints l'un de l'autre 
par 

T?+ = l^pi±A (1.21) 
2 2 K J 

et 

£>- = i±^pin2^. (1.22) 
2 2 K J 

Puisque le noyau de D est de dimension finie, il en est de meme pour les operateurs eV + e et 
eV~e. Nous definissons alors D(ei,e2) comme etant l'indice de l'operateur eV + e. En d'autres 
termes, D(ei, e 2 ) est egal a la difference des dimensions du noyau de eV + e et de son adjoint 

H (ei,e 2 ) = dimker eD + e — dimkereP~e. (1-23) 

Le lien entre K (A) et les groupes de cohomologie pairs H 2p (A4) est donne par le caractere 
de Chern [0. Ce dernier associe a tout fibre vectoriel £ un element du groupe de cohomologie 
paire 

H 2 *(M) = H°(M)®---®H 2p (M), (1.24) 
avec p — [n/2], qui est defini par 

Tie * p L= ie L 9 -- e j^2Y.(£) P - (L25) 

Dans la relation precedente, F est la courbure d'une connexion V sur £ et Tr(F) p est une forme 
different ielle fermee de degre 2p qui definit un element du groupe de cohomologie H 2p (Ai). 

Trexp^ ne depend que de la classe de £ dans Kq(A) et le caractere de Chern est un 
isomorphisme d'anneaux entre K (A) ®z K et H 2 *(A4). Notons que K (A) ®z K s'obtient a 
partir de K (A) en remplagant chaque facteur Z par un facteur K et en supprimant les groupes 
finis du type Z/pZ qui correspondent a la torsion. 

Cela etablit, dans le cas pair, le lien entre la dualite de Poincare formulee a l'aide des 
formes differentielles et la version algebrique donnee ci-dessus. Dans le cas impair, on utilise un 
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morphisme similaire entre K^A) <S> Kj{A) et K i+ j(A), ou i, j et i + j sont dermis modulo 2. 
Ensuite on couple K\(A) a l'operateur de Dirac a l'aide de la version impaire du theoreme de 
l'indice . 

Le dernier axiome introduit l'operateur antiunitaire J , encore appele structure reelle. 
Lorsque V est l'operateur de Dirac, J n'est autre que l'operateur de conjugaison de charge. 
Dans le cas general, on suppose qu'il verifie les relations suivantes, dont la periodicite modulo 
8 trouve son origine dans la meme periodicite de l'algebre de Clifford. 

Axiome 7 (Realite) II existe une application antiunitaire J de TC dans lui-meme telle que 
pour tout a G A. De plus, J satisfait aux conditions J 2 = e, JT> = e"DJ 
et = e"^fj ', ou e, e' et e" sont donnes, selon la valeur de n modulo 8, par le tableau suivant. 



n mod 8 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


e 


1 


1 


-1 


-1 


-1 


-1 


1 


1 


e' 


1 


-1 


1 


1 


1 


-1 


1 


1 


e" 


1 




-1 




1 




-1 





Lorsque toutes ces conditions sont realisees, on peut montrer le resultat suivant |C7 |. 

Theoreme 1.1.1 Soit A = C°°(M.) l'algebre des fonctions lisses sur une variete compacte de 
dimension n et soit T = (A, fi, T>) un triplet spectral satisfaisant aux axiomes precedents. 

1. II existe une unique metrique riemannienne gr sur M. dont la distance geodesique associee 
est donnee, entre deux points x, y G M., par 



d(x,y)= sup \f(x)-f(y)\. 

f€A, \\[VJ]\\<1 



;i.26) 



2. La metrique gr ne depend que de la classe d 'equivalence unitaire du triplet spectral it 
et les fibres de V application qui a une classe d' equivalence unitaire de triplets spectraux 
associe la metrique correspondante est une famille finie d'espaces affines A a parametee 
par les structures spinorielles a sur M. . 

3. La fonctionelle 

T ^ J dsn ~ 2 (1-27) 

est quadratique et positive sur chaque A a ou elle atteint un minimum 7^- unique a une 
equivalence unitaire pres. 

4- T a est le triplet spectral obtenu en representant A par multiplication sur I'espace de Hilbert 
des spineurs de carre integrable et V est l'operateur de Dirac associe a la connexion de 
Levi-Civita de gr- 

5. La valeur de la fonctionelle -j-ds n ~ 2 en T a est proportioned a I'action d' Einstein- Hilbert 
de la metrique gr, 

r -ds n - 2 = C{n) / y^dx n TZ (1.28) 



avec 



C{n) 



IM 

2[«/ 2 ](n 



y/gdx n TZ 
-2) 



12(47r)"/ 2 r(n/2 + 1)' 



(1.29) 



Ce theoreme necessite deux explications supplement aires. Deux triplets spectraux (^4, H, V) 
et (A ,TC' ,V) sont unitairement equivalents (cf §1.2.1) s'il existe une application unitaire U de 
H dans 71' et un isomorphisme d'algebre de A dans A tel que U V U^ 1 = V, U J U^ 1 = J' 
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et U ir(x) U 1 = 7T o (j){x) pour tout x e A. Bien entendu, dans le cas pair on suppose aussi que 
UjU' 1 = 7. 

Si P est un operateur pseudo-differentiel d'ordre — n agissant sur les sections d'un fibre 
vectoriel sur Ai, la trace de Dixmier verifie 

Tr w (P) = ~W(P), (1.30) 
n 

oil W est le residue de Wodzicki de P (cf Appendice A). 

Lorsque P est un operateur pseudo-differentiel d'ordre quelconque, cette relation definit 

-j-P. De ce fait on a 

-fds n ~ 2 = -W(ds n ' 2 ). (1.31) 
J n 

Pour le physicien interesse par la theorie de la relativite generale, le resultat relatif a la 
distance geodesique est particulierement important. C'est pourquoi nous allons donnons une 
demonstration simplifiee de ce resultat, n'utilisant que les proprietes elementaires de la distance 
geodesique. 

1.1.3 La distance geodesique 

Verifions que la relation (|3.132|) nous donne la distance geodesique lorsque A est l'algebre des 
fonction C°° a valeurs complexes sur une variete compacte M. munie d'une structure spinorielle 
et V = i^^^+d^ + uj^) est l'operateur de Dirac associe a la connexion de Levi-Civita. 

Dans ce cas, il est evident que la donnee de l'operateur de Dirac permet de reconstruire la 
metrique g, car le symbole principal de l'operateur de Dirac est donne par les matrices 7^ en 
espace courbe, qui satisfont a 

7 Y + 7Y = 2f. (1.32) 

Cependant, cette relation est locale car elle fait appel a l'usage d'un systeme de coordonnees 
et ne peut de ce fait etre generalisee au cas non commutatif. 

La relation ( |1.26|) du theoreme precedent permet de reconstruire la distance geodesique a 
l'aide de l'operateur de Dirac. Nous allons montrer le resultat suivant. 

Theoreme 1.1.2 Soit (A,7i,T>) un triplet spectral commutatif correspondant a une variete a 
spin M.. La distance geodesique L(x, y) entre deux points x et y de M. peut s'exprimer a Vaide 
de la relation 

L(x,y)= sup \f( x )-f( y )\. (1.33) 
feA, |]p,/]||<l 

Demonstration : 

Dans un premier temps, nous allons montrer que Ton peut se ramener a chercher la borne 
superieure sur les fonctions a valeurs reelles. Soit ^4 R la sous-algebre de A = C°°(Ji4) formee 
des fonctions a valeurs reelles. Puisque A R C A, il est clair que 

sup \f(x)-f(y)\< sup \f( x )-f( y )\. (1.34) 
feAm,\\\p,f\\\<i /eA IIP,/]||<1 

Pour montrer l'egalite, fixons deux points x et y de M. et considerons une fonction quelconque 
/ a valeurs complexes satisfaisant a 1 1 [D, f]\ \ < 1. En remplacant / par la fonction g definie par 



g(z) = e- i0 (f(z)-f(y)) 



(1.35) 
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ou 9 est un argument de f(x) — f(y), il est clair que Ton a toujours 

\f(x)-f(y)\ = \g(x)-g(y)\ ainsi que ||[Z>,g]||<l. (1.36) 
Pour obtenir une fonction reelle, definissons 

h = «±2. (1.37) 

Puisque — g(y) est reel, on a 

\h(x)-h(y)\ = \g(x)-g(y)\. (1.38) 

D' autre part 

1 1 refill i < 



[P,fc]||< J||MI + ^||MI<1, (1-39) 



ce qui implique que 

\f(x)-f(y)\< sup \u(x)-u(y)\ (1.40) 
«eAi, ||[D,u]||<l 

et prouve ainsi l'egalite annoncee. 

Ensuite, nous allons majorer le second membre de (|1.33| ) par la distance geodesique. Pour 
cela, considerons une fonction reelle / telle que 1 1 [D, f] \ \ < 1 et remarquons que [D, f] = i^d^f. 
On en deduit que 

|| [V, f] || 2 = supg^(x)dj(x)dj(x) < 1. (1.41) 

Cette relation est facile a montrer en utilisant les proprietes des matrices de Dirac et la relation 
||T|| 2 = ||TT*||| valable pour tout operateur borne T. 

Soit / une fonction satisfaisant a || \V, f] \ \ < 1 et c : [0, 1] — > M. une geodesique reliant x 
a y. On a 

m-m = l dt—dj(c(t)). (i.42) 

Par Cauchy-Schwarz on obtient 



ce qui prouve que 



apres avoir utilise 



\f(y)-m\ < L dtJg, u —— = L(x,y), (1.44) 



sup g^(x)d p f(x)dj(x) < 1. (1.45) 



Pour montrer l'egalite, il nous suffit d'exhiber une fonction / telle que 

\f(x)-f(y)\ = L(x,y) (1.46) 

satisfaisant a || [D, f}\ \ < 1. Le choix le plus simple consiste a fixer y et a considerer la fonction 
/ definie par f(z) = L(z,y) pour tout z G M.. f satisfait a ( |1.46|) et il nous reste a montrer 
que ||[X>,/]|| < 1. 
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Puisque L(z + dz,y) est la longueur du plus court chemin joignant z + dz et y, on a, par 
l'inegalite triangulaire, 

L(z + dz, y) < L(z, y) + L(z + dz, z), (1.47) 




Lorsque le point z = z + dz s'obtient a partir de z par le not determine par le champ 
de vecteur d^, on a, pour une transformation infinitesimale determined par e, dz^ 1 = ed^f. 
L'inegalite (|1.47|) s'ecrit done 



/(^ + ed ?f) < f( z ) + ey/g^fd"/ + 0(e 2 ). (1.48) 
En developpant le premier membre au premier ordre en e, on obtient 

g^{z)d»f{z)d v f{z) < 1. (1.49) 

Puisque cela est vrai pour tout z £ M., on a \ \V, f\ \ < 1. □ 



Cette formulation de la distance geodesique s'etend sans difficulte au cas non commutatif. 
En effet, les points de M. sont les etats purs de l'algebre des fonctions sur M. (cf Appendice 
A), et la proposition suivante generalise la distance geodesique a l'espace des etats purs d'une 
algebre non commutative. 

Proposition 1.1.1 Soit (A,H,V) un triplet spectral. La fonction 

d(<p,ip)= sup \<p(a) - ip(a)\ (1.50) 

aeA, ||[T>,7r(o)]||<l 

definit, lorsqu'elle est finie, une distance sur l'espace des etats purs de A. 

Nous verrons au cours du chapitre suivant des exemples de distances ainsi definies lorsque 
A est une algebre de dimension finie. 



1.1.4 Les axiomes de la geometrie non commutative 

Les 7 axiomes precedents permettent de caracteriser les triplets spectraux (^4, TC, V) qui 
correspondent a la geometrie spinorielle sur une variete compacte. Pour etendre ces axiomes au 
cas d'une algebre non commutative, il faut les transformer de la maniere suivante 1C7 . 



La principale modification, sur laquelle est basee celle de tous les autres axiomes, est l'in- 
troduction, dans l'axiome 7 (Realite) d'un operateur J qui est analogue a l'involution de 
Tomita-Takesaki (cf Appendice A). 

Axiome 7' (Realite) II existe une application antiunitaire J de 7i dans lui-meme telle 
que [jTi{a)J~ 1 , ir(b)] = pour tous a,b £ A. De plus, J satisfait aux conditions J 2 = e, 
JT> = t'VJ et J^i = e l,r jj, oil e, e' et e" sont donnes, selon la valeur de n modulo 8, par le 
tableau suivant. 
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n mod 8 





1 


2 


3 


4 


5 


6 


7 


e 


1 


1 


-1 


-1 


-l 


-1 


1 


1 


e' 


1 


-1 


1 


1 


i 


-1 


1 


1 


e" 


1 




-1 




i 




-1 





Puisque Jk(o)J~ x commute avec 7i(b) pour tous a, b G A, J est tres similaire a l'operateur 
de Tomita-Takesaki qui permet de passer de l'algebre de von Neumann engendree par tt(A) a 
son commutant. Cependant, le commutant de n(A) est en general plus grand que Jn(A)J~ l , 
ce qui implique que J n'est pas egal a l'operateur de Tomita-Takesaki en general. 

En outre, l'operateur J permet de representer sur Ti l'algebre A ® A op par 

n(A ® A op ) = n(a)Jn(b*)J~\ (1.51) 

ou A op est une algebre identique a A en tant q'espace vectoriel, mais dont le produit de a par 
b est defini par ba au lieu de ab. De fagon equivalente, 7r et J munissent Ti d'une structure 
de bimodule sur A, qui nous sera utile lorsque nous construirons des modeles en physique des 
particules. 

L'axiome 1 (dimension) ne fait appel qu'au spectre de l'operateur de Dirac et reste inchange 
dans le cas non commutatif. 

L'axiome 2 (condition d'ordre un) stipule que l'operateur de Dirac est un operateur 
differentiel du premier ordre. La generalisation de cette notion en geometrie non commuta- 
tive requiert l'introduction de bimodules [PuMf . Cela nous mene a la definition suivante. 

Definition 1.1.3 Soient A et B deux algebres et M. un (A, B) -bimodule. Une application 
lineaire D de M. dans lui-meme est un operateur du premier ordre si elle verifie 

D(a£b) + aD{£)b = aD(£b) + D(a£)b, (1.52) 

pour tous a,b G A et £ G A4. 

L'axiome de realite permet de munir Tt d'une structure de bimodule sur A, aussi la 
generalisation de la condition d'ordre un est donnee par l'axiome suivant. 

Axiome 2' (Condition d'ordre un) L'operateur de Dirac verifie 

'[V,n(a)},Jn(b)J- 1 ]=0 (1.53) 

pour tous a,b G A. 

L'axiome 3 (regularite) garde tous son sens lorsque A est non commutative et ne subit 
aucune modification. 

L'axiome 4 (orientabilite) ne peut pas etre conserve sous la meme forme en geometrie non 
commutative. En effet, si on se place en dimension n = 0, tout element de A doit etre considere 
comme un cycle de dimension 0. Dans ce cas, l'axiome d'orientabilite stipule que 7 = 7r(a) pour 
una £ A Par l'axiome de realite on a J7"7 = 7J7", d'ou 7 = Jk{o)J~ x . La condition d'ordre un 
nous donne = [[D, ir(a)] , Jn^J^ 1 ] = 4£> puisque 7 2 = 1 et 7P + = 0, ce qui implique 
que le seul operateur de Dirac compatible avec ces axiomes en dimension est T> = 0. 

La necessaire modification de l'axiome 4 est obtenue en remplagant l'homologie de 
Hochschild par l'homologie de Hochschild a valeurs dans un bimodule. 
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Definition 1.1.4 Soit A une algebre, M. bimodule sur A et C n (A, Ai) Vespace vectoriel defini 
par 

C n (A,M) = M® A®- - -®A . (1.54) 

n fois 

L'homologie de Hochschild de A a valeurs dans Ai est Uhomologie du complexe 

£- C (A, M) C n {A, Ai) £- C n+1 (A, Ai)^... (1.55) 
ou b; Ai ® A® n -> Ai ® A® {n ~ l) est defini par 

b(m ® ai ® ... ® a n ) = max ® a 2 ® ■■■ ® a n + ( — l) n a n m ® a i ® ■■■ ® a n-i 

n-l 

+ E {-l) % m ®ai® ... ® ajOj+i ® ... ® a n . 

i=l 

Nous munissons A ® A op d'une structure de bimodule par 

x (a ® b) y = xay ® b (1.56) 

pour a,b,x,y G A ce qui nous permet d'etendre l'axiome d'orientabilite au cas non commutatif. 

Axiome 4' (Orientabilite) En dimension n, 7 est I'image d'un cycle de Hochschild de 
dimension n a valeurs dans A ® A op . 

Un element c = (x ® y) ®a\ ® • • -®a n G C n {A, A ® A op ) est represents en tant qu'operateur 
sur H par 

tt(c) = -K{x)Jii{y)J- 1 [V, n( ai )} ■■■[V, n(a n )\ . (1.57) 

L'axiome 5 (finitude) ne subit aucune modification et il est facile de montrer qu'il est 
incompatible avec la trivialite du cycle representant 7. 

Lorsque A est non commutative, la multiplication n'est plus un morphisme d'algebre et ne 
peut pas induire l'application m* de K*(A) x K*(A) dans K*(A) dont nous avons besoin pour 
formuler algebriquement la dualite de Poincare. 

Partant de deux projections e\ et e^ definissant deux classes dans K°(A), nous leurs asso- 
cions la nouvelle projection e\ ® e 2 qui definit un element de K°(A® A op ). Cet element est 
represents par 11(e) = 7r(e 1 )j7"7r(e 2 )j7"~ 1 et on definit 

n (ei, e 2 ) = dimker (7r(e)P + 7r(e)) - dimker (7r(e)P~7r(e)) . (1.58) 

Dans le cas impair, la meme demarche est employee en remplacant les projections par des 
unitaires. 

Les axiomes precedents sont appeles axiomes de la geometrie non commutative et nous 
menent a la definition suivante. 

Definition 1.1.5 Une geometrie non commutative de dimension n est un triplet spectral 
(A, 7i, T>) satisfaisant aux axiomes precedents. 

Parfois, on dit aussi que les axiomes precedents munissent le triplet spectral d'une structure 
reelle. 

Dans tous ce qui suit, les triplets spectraux satisferons toujours, sauf mention explicite du 
contraire, les axiomes de la geometrie non commutative. Aussi, nous continuerons de les appeler 
triplets spectraux, ce qui sous-entendra toujours que les axiomes precedents sont verifies. 
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II est interessant de remarquer que meme si A est commutative, il peut etre necessaire 
de supposer que les triplets spectraux (A, H, V) satisfont aux axiomes precedents et non aux 
hypothese du theoreme caracterisant les variete a spin (1.1.2). En effet, ces dernieres sont plus 
restrictives que les axiomes precedents et ne peuvent pas permettre de construire des geometries 
interessantes dans certains cas (cf §2.1.5 ). 

Tout au long de cette revue des axiomes de la geometrie non commutative, nous n'avons 
donne aucun exemple de triplet spectral non commutatif. Cette lacune sera comblee au cours 
des chapitres suivants, dans lesquels nous etudierons les triplets spectraux finis, les produits de 
ces derniers avec les espaces ordinaires ainsi que les tores non commutatifs. 

1.2 Symetries 

1.2.1 Symetries et automorphismes 

Pour decrire les symetries d'un "espace non commutatif associe a une algebre de coor- 
donnees A, il est commode d'examiner d'abord le cas commutatif. En se basant sur le theoreme 
de Gelfand-Naimarck (cf Appendice A), il est facile de montrer la proposition suivante. 

Proposition 1.2.1 Soit A = C°(X) une C* -algebre commutative. Alors le groupe des au- 
tomorphismes de A est isomorphe au groupe des homeomorphismes de V espace topologique 
compact X . 

Demonstration : 

En effet, si est un homeomorphisme de X, alors on definit un automorphisme de A 
par \1/ ^(/) — f o II est clair que l'application i— > est un morphisme du groupe des 
homeomorphismes de X vers le groupe des automorphismes de A. 

Pour montrer que c'est un isomorphisme, nous definissons sa reciproque comme suit. Soit 
ip un automorphisme de A et x un caractere de A. Alors pt|j _1 est un autre caractere de A 
et l'application i— > x ^' 1 , definit, par application du theoreme de Gelfand-Naimarck, un 
homeomorphisme de X. 

L'application ip i— > $^ est un morphisme de groupe dont l'inverse est h- > ce qui prouve 
l'isomorphisme entre le groupe des homeomorphismes de X et le groupe des automorphismes 
de A. □ 

Ce resultat nous amene a definir les symetries d'un "espace non commutatif comme etant 
les automorphismes de son algebre de coordonnees. Ce faisant, nous ne tenons compte que de la 
structure de l'algebre des coordonnees A et nous ne prenons pas en compte la structure complete 
du triplet spectral (A,H,T>). Pour remedier a cela, nous introduisons la notion d'equivalence 
de triplets spectraux. 

Definition 1.2.1 Deux triplets spectraux (A,H,V) et (A^Ti'V) sont equivalents s'il existe 
une application unitaire U : 7i — > Ti! et un isomorphisme d 'algebre <fi : A — > A' tel que 
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V 



UnU 



i 



uvu 



-1 



J' 



UJU 



-1 



ainsi que 



i = u-fU 



-i 
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dans le cas pair. 

Une symetrie d'un triplet spectral correspond alors a un automorphisme <ft de l'algebre A 
et un operateur unitaire U sur TC tels que les relations precedentes soient verifiees avec A = A', 
TC = TC' et 7r = 7r'. On s'autorise cependant a modifier les operateurs 7, J et V. 

Par exemple dans le cas commutatif, si est un diffeomorphisme de la variete Ai, alors il 
induit un automorphisme de l'algebre C°°{M) donne par / 1— > / O0" 1 . L'operateur unitaire 
agit sur un spineur $eW par 

U <p (V)(x) = y( ( j ) - l (x)). (1.60) 

1.2.2 Automorphismes interieurs et fluctuations de la metrique 

Des lors que l'algebre des coordonnees est non commutative, il est tres facile de construire 
une classe d'automorphismes appeles automorphismes interieurs. En effet, pour tout unitaire 
u G A, on definit un automorphisme interieur par 

x e A h-> uxu* e A. (l-6l) 

Cet automorphisme donne naissance a une symetrie implementee par l'operateur unitaire U = 
7i(u)J'Tr(u)J'~ l , puisque Ton a 

U^{x)U^ = 7r(M)7r(x)7r(n _1 ) = ^(uxu' 1 ) (1.62) 

pour tout x G A. Notons que nous avons utilise de fagon essentielle l'axiome de realite pour 
faire commuter ir(x) et tt(u) avec Jn{u~ l ) J^ 1 . 

Sous cette transformation, 7 et J restent inchanges et l'operateur de Dirac se transforme 

en 

(h(u)Jti(u)J~ 1 ) V (n(u)jTi(u)J- l y l = 
(Jn^J- 1 ) V {Jn{u)jy l + (Jn^J- 1 ) [V, ir(u)] (Jn(u)J- l y l 
= V + tt(u) [V, 7f{u- 1 )] + Jtt(u) [V, niu- 1 )] J' 1 . 

Remarquons que pour montrer ces deux relations, il faut utiliser l'axiome de realite et la con- 
dition d'ordre un. 

Conformement aux habitudes de la theorie des champs, cette transformation est compensee 
par l'introduction de champs de jauge a partir desquels on forme un operateur de Dirac covari- 
ant. Dans le cas le plus simple auquel nous nous limitons ici, un champ de jauge n'est autre 
qu'une 1-forme hermitienne. 

Definition 1.2.2 L'espace Q]^(A) des 1-formes est forme des operateurs surU, qui s'ecrivent 
sous la forme 

E^aOP^ (1-63) 

i 

avec tti, hi G A. 

Par consequent, un champ de jauge est un operateur sur 7i qui peut s'ecrire sous la forme 
( |1.63| ) et qui satisfait a A = A*. 

Proposition 1.2.2 Si (A,T~t,T>) est un triplet spectral, alors (A,TC,T>a) est un triplet spectral 
de meme dimension avec 

V A = V + A + JAJ-\ (1.64) 

ou A est un champ de jauge. 
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L'operateur T>a est appele operateur de Dirac covariant. 

Par definition, les transformations de jauge sont les transformations determinees par 
l'operateur unitaire ^{u)J^{u)J^ x . Sous une telle transformation, l'operateur V A devient 

Z>+7r(u)A7r(u _1 )+7r(u) [v, vr^ 1 )] + J U(u)Air(u~ x ) + n(u) [p,tt(m -1 )]) J' 1 = V A , (1.65) 

(1.66) 



avec 



A' = ■k{u)A'k{u' 1 ) + n(u) T>,-k{u~ 1 ) 
Par consequent, la loi de transformation de A est 

A I— > it (u) Aii (u~ l ) + n(u) P,tt(m _1 ) 

ce qui est tout a fait similaire a la loi de transformation habituelle 

A i— > uAu~ x + udu^ 1 , 



;i.67) 



:i.68i 



si nous identifions la different ielle de u avec le commutateur [D,7r(u)]. 

Puisque tout triplet spectral permet de definir une distance sur l'espace des etats purs de 
A, remplacer V par V A induit une modification de la metrique appelee "fluctuation interne de 
la metrique" ||C7| . 

II est interessant de remarquer que les fluctuations de la metrique sont covariantes sous les 
transformations de jauge. En effet, si est un etat pur de A, alors (f> u defini par 



[x 



(uxu 



(1.69) 



pour tout x G A est aussi un etat pur sur A, appele transforme de jauge de 0. 

Pour tout champ de jauge A, notons d A ((j), '0) 1 & distance definie sur l'espace des etats purs 
de A par 

d A (</>,ip) = sup \4>{x)-ij}{x)\. (1.70) 

xeA, \\[V a ,tx(x)]\\<i 



Proposition 1.2.3 Sous une transformation de jauge, la distance est covariante 

d 7T ( U )ATT(u- 1 )+TT(u)[V,TT(u- 1 )](^,' l P) = ( <Au , V^i ) 

Demonstration : 

Pour montrer cela, posons y = uxu -1 dans la definition de d A ((p u ,ip u ), on °btient 

d A {<j) w ^u) = sup \(f)(y) - ip(y)\. 

y&A, \\[V A Mu- l yu)}\\<l 



;i.7i) 



1.72) 



Ensuite, on utilise la relation 

V A ,T[{vr x yu) 



TT(U 



TC(U 



n(u)V A n(u l )^{y) ir(u), 

T > 7T (u)ATr(u- 1 )+Tr(u)[D,Tr(u- 1 )],Tr(y) 



7TI U) 



qui menent directement au resultat annonce. 



□ 



Tout comme dans le cas commutatif, ces lois de transformation nous garantissent l'invariance 
de Taction fermionique. En effet, les elements de Ji jouent le role des spineurs en geometrie non 
commutative, et Faction fermionique est 



S 



fermionique 



[*] = (%V A V). 



1.73) 
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Sous une transformation de jauge, on a 

h-> tt(u) Jtt(u) J-H, (1.74) 

ce qui prouve, compte tenu de la loi de transformation de l'operateur de Dirac covariant, que 

S ' fermionique[^] est invariant de jauge. 

Si la definition de Taction fermionique par la relation ( |1.73|) est une generalisation immediate 



de Faction de Dirac en theorie des champs usuelle, la definition de Faction bosonique est net- 
tement moins evidente. 

Tout d'abord, definissons les champs bosoniques comme etant Fensemble des champs servant 
a parametrer l'operateur de Dirac covariant T*a- Bien entendu, cela inclut le champ de jauge A 
mais peut aussi contenir d'autres champs qui ne sont pas de meme nature, comme par exemple 
la tetrade e£ ou la connexion de Levi-Civita qui entrent dans la definition de l'operateur de 
Dirac dans le cas commutatif. 

Si on exclut ce type de champs, une action de type "Yang-Mills" peut etre construite pour le 
champ de jauge A. Cette action possede beaucoup de proprietes reminiscentes de son analogue 
commutatif comme par exemple la positivite ou Finvariance de jauge (cf § 1.3.3). 

Motives par Funification de la gravitation et des theories de Yang-Mills, A. Chamseddine 
et A. Connes ont propose de baser Faction bosonique sur le principe suivant [|UC|| : 

Principe d'action spectrale L' action bosonique ne depend que du spectre de l'operateur de 
Dirac covariant 

V A = V + A + JA + J-\ (1.75) 

oil A est un champ de jauge. 

A partir de ce principe, Faction du modele standard couple a la gravitation de Weyl peut 
etre construite. Nous etudierons ce type de construction au cours du chapitre 3. 

Terminons par Fetude de l'exemple le plus simple de geometrie non commutative qui puisse 
etre associe a une variete spinorielle de dimension n. 

Exemple 1.2.1 

Soit M. une variete compacte munie d'une structure spinorielle et notons S Fespace de Hilbert 
des spineurs de carre integrable sur M.. Considerons le triplet spectral (A,T~i,T>) defini par 

A = C°°(M) g> Mjv(c), 

V = zV (fy + uv) ® /, 

ou Mat(c) designe Falgebre des matrices N x N k coefficients complexes, i^ (<9 M + cj m ) est 
l'operateur de Dirac associe a la geometrie spinorielle de M. et / est Fidentite agissant sur 
Fespace vectoriel des matrices N x N. 

A agit sur Tt par multiplication matricielle en chaque point et l'operateur J est egal a C<S>*, 
ou C est la conjugaison de charge des spineurs et * Finvolution usuelle des matrices. De plus, 
lorsque la dimension n de M. est paire, 7 est defini par 7 = 7 n+1 tg> J. 

Le groupe des unitaires de Falgebre est le groupe des applications de M. dans le groupe 



U(N) des unitaires de Mjv(C). Lorsque ce groupe est represents sur H par (|1.74|) , il se trouve 



que son centre ne joue aucun role. Par consequent, le groupe de jauge de cette theorie est le 
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groupe des applications de M. dans le groupe SU(N)/Z N , ou SU(N) est le sous-groupe des 
elements de U(N) de determinant 1 et est le centre de SU(N). 

Dans ce cas les fermions se transforment dans la representation adjointe car on a 

■k(u)Jk{u)J-H = u^u-\ (1.76) 

pour tout ^ G 7i. L'operateur de Dirac covariant est donne par 

V A = ir(d^ + ^ + AlT a ), (1.77) 

oil A" G R et ou (T a ) 1 < a <„2_ 1 designent les generateurs de l'algebre de Lie de SU(N) dans la 
representation adjointe. 

L'espace des etats purs de A est le produit M. ® CP N_1 , ou CP N ~ 1 est l'espace des droites 
de C . Un couple = (x,£) forme d'un point x de M. et d'un element £ de CP N_1 represents 
par le vecteur unitaire £ de agit sur / G A par 

<j>(f) = Tr (Cf(x)O . (1.78) 

La distance entre deux etats purs (xi,£i) et (£2,^2) est la longueur du plus court chemin 
joignant x\ et x% tel que, releve a PC N a l'aide de la connexion A^ = A^T a , il permette de 
transformer £1 en £2- 

Nous renvoyons a ||C7|| pour une discussion plus complete de cet exemple. ■ 



1.2.3 Connexions et theories de jauge 

Nous allons maintenant etudier plus en profondeur la notion de champ de jauge en geometrie 
non commutative. En particulier, nous allons generaliser la theorie precedente aux modules 
projectifs finis qui sont les analogues non commutatifs des fibres vectoriels (cf Appendice A). 

Definition 1.2.3 Soit (A,TC,T>) un triplet spectral et E un module projectif fini a droite sur 
A. Une connexion est une application lineaire V de 8 dans 8 <Su fi^OA) telle que 

V(fa) =V(£)a + £®da (1.79) 

pour tous £ G 8 et a G A. 

Cette notion de connexion est l'analogue de la derive covariante et 8 est, lorsque l'algebre 
est commutative, l'espace des sections d'un fibre vectoriel complexe. 

La proposition suivante determine la structure de l'espace des connexions. 

Proposition 1.2.4 Si Vo une connexion sur 8, alors n'importe quelle connexion sur 8 s'ecrit 

V = V + A (1.80) 

oil A : 8-^8 Cg> ,4 Vl^A) est un morphisme de modules sur A. 

En d'autres termes, cela signifie que l'espace des connexions est un espace affine sur l'espace 
vectoriel des morphismes de 8 dans 8 Cgi^ fl^(A). 

II convient de remarquer que nous n'avons pas defini les fibres principaux car cette notion 
n'est pas disponible dans le formalisme que nous etudions. En effet, dans le cadre precedent 
toutes les symetries sont decrites par des groupes de Lie alors que la version non commutative 
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des fibres principaux fait appel a des symetries plus generates decrites par des algebres de Hopf 
0- 

En regie generale, les groupes de jauge utiles en physique sont des groupes de Lie compacts. 
Pour introduire la notion de compacite nous sommes amenes a definir la notion de structure 
hermitienne sur un module projectif. 

Definition 1.2.4 Soit £ un module projectif fini a droite sur une algebre involutive A. Une 
structure hermitienne sur £ est une application sesquilineaire de £ x £ dans A telle que 

1. (£a, (b) = a*(£, ()b pour tous £, £ G £ et a,b G A. 

2. (£,£) > pour tout £e£, 

3. £ est self-dual. 

La definition precedente fait appel a la notion de positivite, definie comme suit pour toute 
algebre involutive. 

Definition 1.2.5 Un element x d'une algebre involutive A est positif s'il existe y G A tel que 
x = yy*. 

De meme, la notion de self-dualite est definie comme suit. 

Definition 1.2.6 Un module projectif fini a droite £ sur une algebre involutive A, muni d'une 
application sesquilineaire (,) de £ x £ dans A est self-dual si pour toute application A-lineaire 
(ft de £ dans A il existe £^ G £ tel que </>(£) = () pour tout ( G £. 

Les modules projectifs finis munis d'une telle structure nous permettent de definir les con- 
nexions hermitiennes. 

Definition 1.2.7 Soit (A,7i,V) un triplet spectral et V un connexion sur un module projectif 
fini a droite sur A, muni d'une structure hermitienne. V : £ — ► £ <E> Q]^(A) est une connexion 
hermitienne si elle verifie 

(£,VC)-<V£,C> = d<£,C> (1.81) 

pour tous £, £ G £ . 



La relation ( |1.81| ) necessite quelques explications. En effet, si x G £ , alors V£ est un element 



du produit tensoriel £ (g)^ fi^,(*4) et peut se mettre sous la forme 

V£ = E&®^ (1-82) 

i 

avec £j G £ et u>i G Q^A). On definit alors (V£, C) par 

(V£,0 = £«&,C>. (1-83) 

De la meme maniere, on ecrit V£ sous la forme 

VC = ECi®?7 (1-84) 

i 

avec Q G £ et rji G Q]y(A) ce qui permet de definir (£, V£) par 

(e,VC> = E<^Cihi- (1-85) 
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Le signe — apparaissant dans (|1.81 ) est du a la relation d(x*) = —(dx)*, car nous avons defini 



dx par dx = [D, x] pour tout x G A. 

Ces connexions sont compatibles avec la structure hermitienne qui definit l'analogue d'une 
metrique sur £, aussi sont-elles parfois appelees "connexions compatibles avec la metrique". 

Tout module projectif fini sur A est de la forme £ = eA N avec e G M^(A) satisfaisant a 
e 2 = e (cf Appendice B). Si de plus e est hermitien, alors la structure hermitienne naturelle de 
A N donnee par 

N 

(&C>=££C« (1-86) 
i=i 

induit sur £ une structure hermitienne et toute structure hermitienne sur £ est de cette forme. 

Pour determiner les morphismes de module de £ dans Q]y(A), nous commengons par re- 
marquer que £ gu Q\,(A) et e (Q^i^Aj) sont canoniquement isomorphe puisque £ = eA N . II 
s'en suit que les morphismes recherches sont donnes par les elements de Mn(A) <8u Q]y(A) = 
MxiVL^A)) agissant sur les elements de eA N par multiplication a droite suivi par la projection 
e. 

Nous pouvons toujours construire une connexion hermitienne Vo sur £ de la maniere suiv- 
ante. Pour tout e£ G £, nous defmissons Vo(e£) par e<i£, ou le vecteur dt; G Q]y(A) N = 
A N ®a fip (^4) est obtenu en differencial ^ composantes par composantes. Cette connexion est 
appelee connexion grassmanienne. 

II est facile de verifier que Vo est compatible avec la metrique de eA N induite par la metrique 
canonique de ^4^. En effet, si £ et ( sont des elements de ^4^, on a 

(eC, Vo(eO) - (Vo(eC), e^) = (eC)*ed(e0 - («))* 

= (*ede£ + (*ed£ + (*dee£ + d(e£ 
= d((*eO 
= d(e(,eO. 

II s'en suit que toute connexion sur £ est donnee par 

V(ef) = edi + eAei G A N , (1.87) 

ou A G M N {Vt\){A)). Par analogie avec le cas classique, A peut etre vu comme un champ de 
jauge qui est une 1-forme a valeurs matricielles. 

La connexion precedente est compatible avec la metrique si et seulement si 

(eC, eAeO - (eAe(, e£) = VC, £ G A N , (1.88) 

ce qui est verifie si et seulement si la matrice de 1-formes eAe est hermitienne. 
La proposition suivante resume la discusssion precedente. 

Proposition 1.2.5 Tout module projectif fini muni d'une structure hermitienne est isomorphe 
a un module du type eA N ou e G Mn(A) est une projection hermitienne et dont la structure 
hermitienne est induite par la structure hermitienne canonique de A N . Sur ce module, toutes 
les connexions hermitiennes sont donnees par 

V(e£)=ed£ + eAe£ V£ G A N , (1.89) 

oil A G M^r (f^(-4)) es t une matrice de 1-formes hermitiennes. 



1.2. SYMETRIES 



35 



Terminons en introduisant les transformations de jauge. Celles-ci sont obtenues en faisant 
agir le groupe des endomorphismes bijectifs de £ qui conservent la structure hermitienne, ap- 
peles endomorphismes unitaires, sur l'espace des connexions. 

Proposition 1.2.6 Si V est une connexion hermitienne sur £ et u un element du groupe des 
endomorphismes unitaires U{£), alors (u (g> l)Vtt* est egalement une connexion hermitienne. 

Pour simplifier nos notations, nous ecrirons wVu^ 1 a la place de (u ® l)Vu _1 . 
Cela definit Taction du groupe des endomorphismes unitaires de £ sur l'espace des connex- 
ions. 

Definition 1.2.8 L'action par conjugaison du groupe U(£) sur les connexions hermitiennes 
est appele une transformation de jauge. 

Lorsque le module hermitien est £ = eA N , une matrice u G Mn(A) definit un endomor- 
phisme unit aire cue de £ si et seulement si 

eueu*e = eu*eue = e. (1.90) 



1.2.4 Application a la construction de triplets spectraux 

A partir d'un triplet spectral (A,H,T>) et d'un module projectif fini sur A muni d'une 
connexion hermitienne il est possible de construire un nouveau triplet spectral |C7f | . 

Proposition 1.2.7 Soit (A,7i,T>) un triplet spectral de dimension n et V une connexion her- 
mitienne sur un module projectif fini £ a droite sur A. Soit (^A., / H 1 Vj defini par 

A = End A {£), 
H = £® A H® A £, 

i>(z ® A il> ®a() = v(£)v ®a C + f ®a z>(V0 «u C + i ®A V>(v(0), 

pour tous £, ( G £ et if) G Ti, et ou End A {£) designe I'algebre des endomorphismes de £. Alors 
(^A., / H,Vj est egalement un triplet spectral de dimension n. 

Notons que les operateurs J et % associes au triplet spectral (^A,H,T^j sont donnes par 

j{Z® A ip®A() = C®aJ^®aI 

pour tous £, ( G £ et if) G H. 

Ce resultat necessite quelques explications supplementaires. Tout d'abord, indiquons que 
£ = j£*e|£ G A N } est un module a gauche sur A si £ = eA N . L'action a gauche de a G A sur 

£*e G £ est donnee par a£*e = (e£a*)*. 

Pour donner un sens a l'expression V(£)\I/ apparaissant dans la definition de l'operateur de 
Dirac V, nous ecrivons d'abord V(£) sous la forme V(£) = J2i£i®Ui avec ^ G £ et u>i G Q]y(A), 
puis nous utilisons la representation de fl^(A) comme operateurs sur Ti. pour ecrire 

v(0* = E^® w **- (i-9i) 



De meme, on definit 

*W) = JViJ- 1 *l>®Ci, (1-92) 
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ou on a utilise V(C) = J2 d ® Vi avec d E S et r]i E VL^A). 

i 

A partir de cette definition, nous pouvons construire Paction fermionique pour une module 
projectif general. En effet, nous considerons $ G H, et nous definissons Faction fermionique 
par 

S fermionique [^] (^,1^^). (1.93) 

Cette construction permet egalement de retrouver les fluctuations internes de la metrique 
comme nous allons le voir sur l'exemple suivant. 

Exemple 1.2.2 

Soit (A, Tt, T>) un triplet spectral et £ = A le module hermitien trivial sur A. Les connexions 
hermitiennes sur 8 sont donnees par V£ = d£ + AC, pour tout £ G A et ou A est une 1-forme 
hermit ienne. 

II est facile de voir que la construction precedente nous donne un nouveau triplet spectral 
(A, H, V) avec A = A et H = H. 

Pour tous £,£G£et\I/G7^ nous avons 

V(0* = [D,^ + A^, 

*V(C) = J r [^,C]^ 1 ^ + J r ^^ 1 *- (1-94) 

On en deduit que 



En developpant tous les commutateurs apparaissant au second membre de ( |1.95| ) et en utilisant 
les relations de commutation de l'axiome de realite, on montre que 



ViJCJ- 1 ^ = {V + A + JAJ- 1 ) CJtJ- 1 ^ (1.96) 
ce qui prouve que V = V + A + JAJ~ l puisque CJCJ~ 1 ^ est un element generique de H = H. 



Ainsi on retrouve l'operateur de Dirac correspondant aux fluctuations internes de la metrique 
comme un cas particulier de la construction precedente. Celle-ci generalise les fluctuations 
internes aux theories de jauge definies sur un module projectif non trivial. 



1.3 Theorie de Yang-Mills 

1.3.1 L'algebre different ielle 

Au cours des sections precedentes, nous avons defini l'espace des formes de degre associees 
a un triplet spectral (A,H,V) par Q^(A) = n(A) ainsi que l'espace des 1-formes 

n v{A) = lE^K) Pi 7r (^)] I a *> he A, (1.97) 

la differentielle d : Q^,(A) — > VL^A) etant definie par dn(x) = [V, ir(x)] pour tout x G A. 

Pour definir les formes differentielles de degre superieur de maniere analogue, il est utile 
d'introduire l'algebre differentielle universelle sur A. 



1.3. THEORIE DE YANG-MILLS 



37 



Definition 1.3.1 Soit A une algebre. On appelle algebre differentielle universelle sur A 
l'algebre graduee fl(A) = ®k&n^ k (A) , ou fl k (A) est I'espace vectoriel engendre par les symboles 
a^dai . . . 5cik pour tous a , ai, . . . , G A et les relations 5(ab) = Sab + a 5b pour tous a,b G A 
ainsi que 6(1) = 0. La differentielle d : Q k (A) — ► Q k+1 (A) est une application lineaire definie 
par 

d (aodai . . . Sat) = da^dai . . . 5au (1.98) 

pour tous ao, ai, . . . , a/. £ A. 

Cette differentielle verifie les principales proprietes de la differentielle usuelle : 

Proposition 1.3.1 La differentielle d est nilpotente et satisfait a la regie de Leibniz graduee 
d(u£) = dui + {-l) p ujd£ pour tous u G fi p et£e£l q . 

Cependant, cette construction est purement algebrique et ne nous permet pas en tant 
que telle de retrouver les formes differentielles usuelles. En particulier, lorsque A est une 
algebre de fonctions sur une variete, les formes differentielles ne satisfont aucune propriete 
d'antisymetrisation, ce qui implique qu'il existe, en dimension n, des formes differentielles de 
degre n + l. 

Pour tenir compte de l'information geometrique contenue dans tout le triplet spectral 
(A, Tl, T>), nous representons ces formes differentielles a l'aide de commutateurs avec l'operateur 
de Dirac. En d'autres termes, nous etendons la representation n a l'ensemble de l'algebre 
differentielle universelle par 

7r(ao5a! . . . 5a p ) = 7r(a ) [D, 7r(ai)] . . . [D, ir(a p )] Va , . . . , a p G A. (1.99) 

Cependant, cette representation n'est pas une representation de la structure differentielle de 
Q(A) et ne permet pas de definir une differentielle sur l'algebre ir(Q(A)). En effet, si u> G Q(A), 
alors on ne peut pas definir la differentielle de tt(u) par dn(uj) = 7r(du) car il peut exister des 
elements ui de Q(A) tels que ir(ui) = et n(duj) ^ 0. 

Pour remedier a cela, on introduit l'ideal bilatere de Q(A) defini par 

J = ker 7r + d(ker tt) . (1.100) 

Cet ideal est stable par d, ce qui permet de donner une structure d'algebre differentielle au 
quotient ir(uj)/ir(J) [ |C5|| . 

Proposition 1.3.2 La representation n definit une representation de l'algebre differentielle 
universelle sur le quotient, note Q?>(A) et donnee par 

tt (n(A)) /tt( J) = ic(Q(A))/ir (rf(ker tt)) . (1.101) 

La differentielle d'un element represents par sa classe tt(uj) est definie par la classe de ir(doS). 
Elle est nilpotente et satisfait a la regie de Leibniz graduee. 

Dans la litterature, l'ideal J est souvent appele "junk" , et ses elements sont nommes "champs 
auxiliaires" . 

Les elements de l'algebre Qv(A) sont en fait des classes d'equivalence d'operateurs. Pour 
pouvoir les manipuler aisement dans un cas concret, il est commode d'introduire un produit 
scalaire sur Tr(fl n (A)) de maniere a pouvoir choisir un et un seul representant orthogonal a ir( J) 



KS|| . Ce produit scalaire sur n (Q(A)) est construit a l'aide de la trace de Dixmier, 

(7r(a0,7rfo)) = Tr w (7r(^)*7r(^)|I?r n ) , (1.102) 
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si uj et rj sont des elements de Q(A) de meme degre, des formes de degres differents etant par 
definition orthogonales. 

Nous rappelons que Tr^ est la trace de Dixmier et que puisque (A, H, V) est un triplet 
spectral de dimension n, it(uj) et 7i(rj) sont des operateurs bornees et 7!-(uj)*7i(ri)\V\^ n est un 
infinitesimal d'ordre un. 

Cependant, dans le cas general, il n'est pas evident que cette application defmisse un produit 
scalaire. En effet, il n'est pas possible de montrer que cette forme sesquilineaire positive est 
definie positive car il peut arriver que les valeurs propres de tt(uj) decroissent assez rapidement 
pour que la trace de Dixmier s'annule. Aussi travaillerons-nous directement avec les classes 
d'equivalence d'elements de ti (uj(A)). 

Les proprietes usuelles des formes different ielles et de leur integration sont resumees dans 
la notion de cycle (cf Appendice C). Pour faire le lien entre cette notion et la construction 
precedente, nous utiliserons le resultat suivant. 

Proposition 1.3.3 La relation 

ir(u) h+ Tr^ ( 7 7r(cj)|£>|- n ) (1.103) 



definit une trace graduee sur it (Q n (A)), 
Demonstration : 

Commengons par remarquer que pour tout uj, n G Q(A) on a 

Tr w (ttHtt^II?!- 11 ) = Tr w {ti^lo)^) . (1.104) 



En effet, d'apres l'axiome de regularite, les hypotheses du theoreme demontre dans |CGS| sont 



verifiees. La relation ( |1.104| ) decoule immediatement de ce resultat. De meme, on pourra trouver 



une preuve de cette relation dans |Wa|| . 

Soit uj G Q P (A) et r] G Q q (A) deux formes differentielles telles que p + q = n. D'apres 
l'axiome d'orientabilite, 7 = 7r(c), ou c est un n-cycle de Hochschild a valeurs dans A <8> A op . 
Le facteur a valeurs dans A° v est represents par x G A 1— > Jn(x)J^ L , done commute avec tous 
les elements de tx (Q(A)). Par consequent, en appliquant la relation ( |1.104j) , on montre que 



Tr w ( 7 7r( W )7r(r / )|P|- n ) = (-l) p Tr w ( 7 7r(r ? )vrH|P|- n ) , (1.105) 

puisque 77r(cj) = (— l) p 7r(u;)7 en dimension paire et ^71(00) = 71(^)7 en dimension impaire. La 
relation ( |1.103|) definit done une trace graduee sur n (fl n (A)). 

□ 

Pour pouvoir construire un cycle a l'aide de l'algebre Q-d(A), nous devons faire une hypothese 
supplement aire sur le triplet spectral (A, T~L, V), qui correspond, dans le cas commutatif, a la 
condition de "variete sans bord". 

Definition 1.3.2 (Condition de fermeture) Un triplet spectral de dimension n satisfait a 
la condition de fermeture si 



Tr w ( 7 [P,7r(oi)]...[P,7r(o n )] \V\- n ) = (1.106) 

pour tous a±, . . . ,a p G A. 

Cela est a relier a la notion de cycle qui presente de maniere purement algebrique les 



proprietes des formes differentielles et de leur integration [^5 . 
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Definition 1.3.3 Un cycle de dimension n sur une algebre A est un quadruplet (Q, tt, d, J) ou 

1. Q — © £1 est une algebre graduee, 

k=0 

2. tt est une representation de A dans Q° , 

3. d : Q h — > Q k+1 est une application lineaire satisfaisant a d 2 = 0. a d(Q n (A)) = ainsi 
qu'a la regie de Leibniz graduee d(u^) = gL>£+ (— l) p co><i£ pour tous uo G Q p et £ G fl q , 

4- J : Q n — > C est une forme lineaire telle que J duj = si u G f2 n_1 , et J u£ = (— l) pq J £,u), 
pour tous us G fl p et £ G Q q tels que p + q = n. 

Lorsque la condition de fermeture est satisfaite, on montre le resultat suivant. 

Proposition 1.3.4 Si le triplet spectral (A,T~C,T>) satisfait a la condition de fermeture, 
alors L algebre differentielle Q-p(A) = n (fl(A)) /tt(J) definit un cycle (Q-p(A),d,f) avec 
f : Q^(A) — > C donne par 

/^)- w „ /2r | n/2 + 1) ^(^MIP|-) d-107) 

Demonstration : 

Puisque les elements de fl^(A) sont des classes d'equivalence d'elements de 7i(Q n (A)) nous 
devons montrer que la relation (|1.107| ) definit bien une application sur l'espace quotient VL^(A). 
Pour cela, remarquons que deux elements tt(uj) et tt(i]) de tt (Q n (A)) qui definissent la meme 
classe dans fl^(A) different par un element de tt(J) fl tt (Q n (A)) qui peut s'ecrire 



TT(UJ) — TT 



V,TT(al) 



'1.1081 



avec a\, . . . a l n G A. Par application de la condition de fermeture (|1.106|) , on obtient 



Tr w (77r(o;)|P|- n ) = Tr w (7^(77) \V\~ n ) , (1.109) 

ce qui prouve que / passe au quotient. II decoule alors des resultats precedents que / que 
(flx>{A),d, f) est un cycle. 

□ 

Le facteur de normalisation de la relation ( |1.107] ) est choisi de maniere a retrouver 
l'integration usuelle des formes differentielles. De fagon generale, nous notons 

H" )dS " = (4,)-/^ / 2 + 1 ) Tt " W < L11 °' 

pour tout element cu de Q(A). 

On en deduit ausitot que le caractere de ce cycle est un cocycle cyclique de dimension n. 

Proposition 1.3.5 (A,7i,T>) satisfait a la condition de fermeture si et seulement si V applica- 
tion 

0(o o , a x ,..., a n ) = J-ya [D, a x ] . . . [D, a n ] ds n (1-1H) 
est un cocyle cyclique de dimension n. 
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Demonstration : 

En effet, si la condition de fermeture est satisfaite, alors est le caractere d'un cycle et est un 
cocycle cyclique. Reciproquement, si (ft est un cocycle cyclique alors 

J'y[T>,a 1 ]...[V, On] ds 11 = 0(1, a x , . . . , a n ) 

= (-l)>(ai,...,a n ,l) 
= 0. 

□ 

Nous verrons ulterieurement que la generalisation non commutative des theories de Yang- 
Mills et de Chern-Simons nous amene a coupler ce cocycle cylique a la K-theorie pour obtenir 
des quantites stables par deformation. 

II est aussi interessant de noter que la condition de fermeture rend possible l'integration par 
parties. 

Proposition 1.3.6 Si le triplet spectral (A,H.,T>) verifie la condition de fermeture, alors la 
regie d'integration par parties, 

j-fd7r{Lj)n{ri)ds n = (-l) p+1 j 1 ix(uj)dTx(r])ds n (1.112) 

pour tous to G VP (A) et r] <E VL n ~ p ~ l {A) , est valide. 

Ce resultat, utile dans les calculs, passe au quotient et permet de definir l'integration par 
parties sur Q^,(A). 

Enfin, terminons par l'etude du cas commutatif. 

Exemple 1.3.1 

Soit A = C°°(Ai) l'algebre des fonctions lisses sur une variete compacte sans bord M. de 
dimension n munie d'une structure spinorielle, Ti l'espace de Hilbert des spineurs de carre 
sommable sur M. et V = «7 M (<9 M + u^) l'operateur de Dirac usuel. Nous allons montrer que le 
resultat de la construction precedente est identique au complexe de de Rham. 

Les fonctions / G A agissent sur TC par multiplication, ce qui entraine que [D, f] = i^d^f . 
Un element generique de ir{QP(A)) s'ecrit sous la forme 

E"" : ----"'./n^ ./:---^./;- (1-113) 

i 

avec /o, . . . , f p G A. 

II est evident que pour p = 0, n(Q°(A)) = Q^(A) = A, ce qui est identique au 0-formes 
de de Rham. De meme, lorsque p — 1, on a 7r (^(A)) = Q]y(A), un element quelconque de cet 
ensemble pouvant etre assimile a une 1-forme de de Rham uj^dx^ si on identifie 27^ et dx^ et 
si on pose 

^ = E/oW (1-114) 

i 

Reciproquement, toute 1-forme de de Rham peut se mettre sous la forme precedente. 

Lorsque p = 2, si on veut encore pouvoir identifier 27^ et dx 11 , nous devons faire apparaitre le 
produit completement antisymetrique des matrices de Dirac dans (|1.113|) , et ecrire un element 
generique de 7r(f2 2 (^4)) sous la forme 

E \ (rr**rv - f&Jid^n - E^/o^Ji^^ (1.115) 
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Montrons que le second terme de ( |1.115| ) est un element de 7r( J) fl n (Q 2 (A)). En effet, tous les 
elements 7r(J) fl n (Q 2 (A)) s'ecrivent comme 

E%i^9 w fti9 w ^ = -E^^iM^w^ (1.116) 

i i 

ou les fonctions h\ et satisfont a la condition 

EWHO. (1.117) 

En utilisant l'identite 

E foPAfi + fodjift - fod, (fin) = 0, (1.H8) 



on montre que le second terme de ( |1.115| ) est un element de 7r(J) Hti (fl 2 (A)). Par consequent, 
on peut identifier le premier membre de ( |1.115 ) a la 2- forme Xjluj^^dx^dx^ 2 avec 



-V,,, - E 'Jo (d^fid^n - dnfid^fS) (1-119) 



Cela nous a permis de choisir dans l'espace quotient Q^A) un unique representant de chaque 
classe qui correspond au produit totalement antisymetrise des matrices de Dirac. 
La derive exterieure d'une 1-forme uj^dx^ est donnee par 

duo = -d^dx^dx" . (1.120) 

Le produit exterieur de u par une autre 1-forme rj = rj u dx u s'obtient en le multipliant en tant 
qu'operateurs sur TC puis en antisymetrisant le resultat obtenu. Le resultat est 

uj A r\ = {ujpTjy — ijJ v r\^) dx^ A dx v . (1.121) 

En ce qui concerne la determination des formes de degre p > 2, la demarche employee est 
en tout point identique : on obtient un isomorphisme d'algebres differentielles entre Q^(A), 
dont le representant de chaque classe est un produit totalement antisymetrique de matrices de 
Dirac, et les formes de degre n de de Rham en identifiant et dx^ ||C5 1 . 

En utilisant la relation ^ n+1 ^ cr ( 1 ) . . . j a ( n ) = i n l 2 e(a) valable en dimension paire, on montre 
facilement que, en toute dimension, 

-f(f , fi,..., f n ) = j M foAdhA...A df n . (1.122) 

On retouve le complexe de de Rham et la theorie usuelle de l'integration des formes 
differentielles. 

Avant de clore l'etude de cet exemple, il convient de faire deux remarques. Tout d'abord, 
dans le cas particulier considere, il est possible de definir sur n (Q P (A)) un produit scalaire par 

(7r(a;),7r(7?)) = Tr w (vr^M^r) • (1-123) 

La verification de tous les axiomes relatifs au produit scalaire est evidente car on a (cf Appendice 
A) 

Tr. (vrMM^r)) = (4?r)n/2r | n/2 - 1} j M v^dx^Tr (n(u;)Mv)) , (1-124) 
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Tr designant la trace sur les matrices de Dirac. Le choix d'un representant completement 
antisymetrique correspond a la definition de Qu(A) comme le suplementaire orthogonal de 
7r(j7") pour ce produit scalaire. 

En second lieu, il est utile de remarquer que notre determination des formes de degre 0, 1 
et 2 n'utilise que les proprietes de base des matrices de Dirac et la commutation [c^, d v ] = 
des derivations de A, mais ne repose absolument pas sur la commutativite de l'algebre. Nous 
verrons ulterieurement que ce resultat s'applique encore au tore non commutatif (cf §4.1.4). ■ 



1.3.2 Courbure et identites de Bianchi 

Pour definir la courbure d'une connexion V, il est necessaire de prolonger V en une appli- 
cation de £ ®a Qx>(A) dans £ (g)^ VLx>(A) ||C5|| . 

Proposition 1.3.7 V s'etend de maniere unique en une application lineaire de £ <S>a Vtx>{A) 
dans £ Cgu VLt>(A) satisfaisant a la relation 

V(£®cj) = V(fV + f® duj (1.125) 

pour tous £ G £ et u G Q,x>{A). 

Le produit V(^)u; est defini de la maniere suivante. Puisque V(£) est un element de £ (g)^ 
Q}p(A), on peut le mettre sous la forme V(£) = ® oji avec ^ G £ et u)i G Q]y(A). Par 
definition, on prend 

V(eV = E^®^' (1-126) 

i 

oil le dernier produit uJiUJ est le produit usuel dans flx>(A). II convient de remarquer que puisque 
ftj)(A) est un ensemble quotient pour p > 1, le produit est un ensemble d'operateurs sur 
H. 

A partir de cette definition de V sur tous les elements de £ ®^ Q>p(A), on verifie aisement 
la proposition suivante ||C5|| . 

Proposition 1.3.8 V : £ ®^ Qd(A) — > £ ®^ Qd(A) satisfait a la regie de Leibnitz graduee 

V(r/w) = V(r?V + (-1) p ^V(cj), (1.127) 

pour tous i] G £ <S>j[ tip (A) et uj G Q^(A). 

Cela permet de definir toutes les puissances V n de la connexion V. En particulier, nous 
pouvons considerer V 2 comme une application de £ dans £ ®a£Ij,(A). Cette application verifie 
la propriete suivante ||C5|| . 

Definition 1.3.4 La restriction F de V 2 de £ dans £ ®j\,Vt\,{A) est un morphisme de modules 
a droite sur A appele courbure. 

A partir de cette definition, il est facile de montrer que sous une transformation de jauge, 
la courbure se transforme comme suit. 

Proposition 1.3.9 Sous une transformation de jauge determinee par un endomorphisme uni- 
taire u G U{£), la courbure F se transforme en uFu* . 
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Demonstration : 

Sous une transformation de jauge, V devient mVm*, done V 2 devient uV 2 u* . Puisque la multi- 
plication par u laisse £ ®a &v(A) stable, il est clair que F devient uFu*. □ 

Lorsque le module hermitien est ecrit sous la forme £ = eA N , il est possible d'obtenir une 
expression explicite de F . 

Proposition 1.3.10 Soit e G Mn(A) la projection hermitienne associee au module £ = eA N , 
Vo la connexion grassmanienne et V = Vo + eAe une connexion hermitienne quelconque, ou 
A est un element hermitien de M N (fl^A)). La courbure de cette connexion est 

F = edede + ed(eAe)e + (eAe) 2 . (1.128) 

Demonstration : 

Soit £ un element quelconque de .4.^. Par definition de V, on a 

V(e0 = ed(e£) + eAeZ- 

= edeC, + ed£ + e4e£ 

= ed£ + B£, (1.129) 

ou B = ede + eAe est une matrice de 1-formes qui definit un homomorphisme entre les modules 
eA N et e(Q\,(A)) N . En designant par (ej)i<j<7v la base canonique de .4^, nous avons B(£) = 
y.;., < ' ;I }> i.j<j- avec Bij e ^v(A) ainsi que e<i£ = Sj ee i^£i pour tout £ = Ei e i£i- 

En utilisant l'isomorphisme canonique entre eA N C§U Vt^A) et e (£ix,(A)) N , nous pouvons 
ecrire 

V(e£) = J2 ee i ® ^ + E ee * ® n u\r l 1 - 130 ) 

i i,j 

Sous cette forme, il est facile d'appliquer a nouveau V qui est defini sur les produits tensoriels. 
On obtient 

V 2 (e£) = £ ed(eti) <g> d&Beti <g> d& + ee* ® d 2 & 

i 

+ E ed{eei) <g> B^- + Eeei <g> B^- + ee^ <g> d^B^A. (1.131) 

En utilisant les proprietes de la derivee exterieure d et l'isomorphisme canonique entre eA N ®a 
£lj)(A) et e (fi|,(„4.)) JV , nous pouvons exprimer V 2 (e£) a l'aide de A, 

V 2 (e£) = edeedei + ecfee4e£ + e4ede£ + e4e4e£ 
+ed(ede)£ + ed(eAe)Z, - eded£ - eAed£ + ededi + eAed£. (1.132) 

Puisque e est une projection, on a <ie = ede + dee, ce qui implique que edee = 0. L'expression 
precedente se simplifie en 

V 2 (e£) = ededei + e4ede£ + eAeAei + ed(e4e)£, (1.133) 

et ne contient plus de termes en d£, ce qui est normal car V 2 est .4-lineaire. Pour obtenir le 
resultat annonce, il sufflt de developper ed(eAe) en utilisant la regie de Leibniz graduee et 
d'utiliser une fois encore la relation de = ede + dee. □ 
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Ce resultat appelle deux remarques. Tout d'abord, il est sous-entendu dans la demonstration 
precedente que lorsque nous derivons une matrice dont les coefficients sont des formes 
differentielles, nous derivons en fait chacun de ces coefficients. De meme, lorsque nous multi- 
plions une matrice de p-formes par une matrice de g-formes, nous utilisons la definition usuelle 
du produit de matrice et nous multiplions les formes entre elles de maniere a avoir une matrice 
de (p + g)-formes. Ces deux definitions donnent un sens aux expressions d(eAe) et eAeAe et 
justifient l'emploi des proprietes usuelles de d (d 2 = ainsi que la regie de Leibniz graduee) 
dans la demonstration precedente. 

Ensuite, il est interessant de remarquer que lorsque e = 1, ce qui correspond a un module 
lib re, la courbure se reduit a sa forme usuelle F = dA + A 2 . Dans le cas contraire la theorie 
correspond a une theorie de jauge sur un fibre non trivial. La relation (|1 . 1 28|) nous montre que 



meme si A = 0, la courbure F est en general non nulle lorsque e est non trivial. 

En geometrie differentielle usuelle, il exite une identite appelee identite de Bianchi permet- 
tant de relier une connexion et sa courbure. Cela se generalise aisement au cas non commutatif. 

Definition 1.3.5 La relation [V, F] = est appelee identite de Bianchi. 

Puisque F est une matrice de 2-formes, l'identite de Bianchi est une relation entre matrices 
de 3-formes, qui s'ecrit, lorsque la topologie est triviale, sous la forme usuelle dF + [A, F] = 0. 

Pour nous convaincre de la pertinence de toutes ces definitions, examinons le cas particulier 
d'une theorie de jauge avec un fibre trivial sur une variete ordinaire. 

Exemple 1.3.2 

Soit M. une variete compacte munie d'une structure de spin et E un fibre vectoriel complexe 
trivial de rang N au dessus de M.. Bien entendu, nous identifions l'algebre differentielle VLx>(A) 
avec le complexe de de Rham en choisissant dans chaque classe le representant totalement 
antisymetrique. 

En coordonnees locales x^, Faction d'une connexion V sur une section £ de E s'ecrit 

V(0 = £U®<*e", (1-134) 

oil = 8^ + A^, ou A^ est une matrice N x N antihermitienne, fonction des coordonnees x M . 
En utilisant le caractere antisymetrique du produit de 1-formes on obtient 

V 2 (£) = 1/2 F^ ^dx" Adx u , (1.135) 



ou 



Ffj, v = [D^ D u ] = dpA v - dpA v + [Ap, A v ] (1.136) 



est la courbure usuelle du champ de jauge A^. 

Les transformations de jauge correspondent aux matrices unitaires fonctions des coordonnees 
Xp. Par consequent, le groupe de jauge est U(N) et sous la transformation de jauge determinee 
par l'unitaire g, la connexion V devient gVg~ l ce qui est equivalent a 

A^gA^ + gd^g- 1 . (1.137) 

La relation [V, V 2 ] = nous donne 

[D x , Fp V ] P(dx x ® dx^ A dx u ) = 0, (1.138) 
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oil P est le projecteur sur la partie totalement antisymetrique. Apres avoir explicite P, on 
obtient 

- [D x , dx x A dx» A dx v = 0. (1.139) 
Apres deux permutations cycliques des indices, on obtient 

D x F ia , + D lt F vX + D v F Xll = U, (1.140) 
ce qui est la forme usuelle des identites de Bianchi. ■ 



1.3.3 Action de Yang-Mills 

Au cours de la section precedente, nous avons vu que la courbure d'une connexion pouvait 
etre identified de maniere canonique a une matrice a coefficients dans Q^(A). Cela nous permet 
d'associer a toute connexion un nombre reel, qui, dans le cas classique, n'est autre de Taction 
de Yang-Mills 

1 



Sy M [A,} = -- Tr (F^F"") . (1.141) 

Z J M 

Dans le cas general, cette construction est plus compliquee car les elements de fl'^(A) sont des 
classes d' equivalences d'operateurs. 

Considerons un triplet spectral (A,TC,T>) de dimension n et un module projectif fini £ a 
droite sur A muni d'une structure hermitienne. Sans perte de generality, nous pouvons supposer 
que £ = eA N , oil e e M N (A) est une projection hermitienne. La structure hermitienne sur £ 
est la structure hermitienne induite par celle de A N et nous designons par V une connexion 
hermitienne sur £ de courbure F. 

Notons 7r la projection canonique de n (Q(A)) dans Q,x>{A). 7f s'etend canoniquement en 
un morphisme d'algebres graduees de M N (A) ®^ n(Q(A)) dans M N (A) ®^ Q-p(A). Soit G G 
M N (A) ®,4 tt(Q 2 (A)) tel que tt(G) = F. G est une matrice N x N dont les elements GV,- 
appartiennent a l'algebre B(TC) des operateurs bornes sur Ti. GG* est egalement une telle 
matrice et on lui associe l'operateur borne Tr(GG*) = Ylij GyGy. Puisque Tr(GG*) est borne, 
Tr(GG*)|P| _I1 est un infinitesimal d'ordre un si bien que la quantite 

/ Tr( GG-)d s '' = ^-^—^ -ft. (Tr(GG-)|D|-») (1.142) 
est bien definie. Nous definissons alors Taction de Yang-Mills comme suit |C5 



Definition 1.3.6 L'action de Yang-Mills est la fonctionnelle definie sur I'espace des connex- 
ions hermitiennes par 

SymM = _ inf -[Tr (GG*) ds n , (1.143) 



oil F est la courbure de V et la borne inferieure est a prendre sur tous les representants possibles 
de F. 



La fonctionnelle precedente satisfait au proprietes usuelles de Taction de Yang-Mills |C5 



Proposition 1.3.11 L'action de Yang-Mills est une fonctionnelle positive et invariante sous 
les transformations de jauge. 
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Demonstration : 

Bien que la demonstration de ce resultat se trouve dans ||C5|| , nous en donnons ici une version 
differente. Puisque la positivite ne fait aucun doute, etudions l'invariance. 

Dans un premier temps, remarquons que sous une transformation de jauge determinee par 
un endomorphisme unitaire u du module S, les lois de transformation de la connexion et de sa 
courbure sont V — > uVu* et F — > uFu*. 

Soit G G n(Q 2 (A)) un representant de F. Stricto sensu, la loi de transformation de G ne 
peut pas etre definie puisque G n'est pas defini univoquement a partir de V. Cependant, on 
peut remarquer que n(uGu*) = 7t(u)Tr(G)Tt(u*) = uFu*. Ainsi uGu* est un representant de la 
courbure de uVu*, ce qui implique 

Sym[uWu*} < Jtt (uGG*u*) ds n . (1.144) 

En utilisant la propriete de trace sur l'algebre ir(Q(A)) de l'application n(u) i— > -j-n(cu)ds n , on 
a 

-^Tr (uGG*u*) ds 11 = -^Tr (GG*) ds n , (1.145) 

d'ou l'inegalite S Y m[uVu*] < Sy M [V]. 

En appliquant cette meme inegalite a la connexion u*Vu puis en changeant u en u*, on 
obtient 5yM[V] < Sym[u'Vu*}, d'ou l'egalite et l'invariance de jauge de Taction de Yang-Mills. 
□ 



La definition de Taction de Yang-Mills est compliquee par le fait que nous travaillons avec 
des classes d'equivalence d'operateurs et que nous n'avons pas, en general, de possibilite de 
choisir canoniquement un et un seul element dans chaque classe. 

Dans le cas commutatif, l'application 

(tt(w), tt(t7)) = Jtt (7i(Lu)*7i(ri)) ds 11 (1.146) 

permet de definir un produit scalaire sur l'algebre graduee ir(Q(A)) ®^ M N (A). A Taide de ce 
produit tensoriel, on peut choisir dans tt(Q p (A)) un et un seul representant de la classe de F 2 
qui est orthogonal a tous les elements de tt(J) fl n(Q 2 (A)) (cf §1.3.1). Si nous notons encore 
F le representant qui correspond au produit totalement antisymetrique de matrices de Dirac, 
alors F est orthogonal a tout element de 7r(J) fl ti{VL 2 {A)) et tout representant de la courbure 
s'ecrit sous la forme G = F + 8, avec 6 G 7r(J) fl 7r(f2 2 (^l)). De plus on a 

-^Tr(GG*)ds n = -^Tr(FF*)ds n + -^Tr(^*)ds n (1.147) 

par suite de Torthogonalite de 9 et F. On en deduit que la valeur minimale du second membre 
de ( |1.147| ) est obtenue pour 9 = 0, ce qui implique que 



S YM [V) = -^Tr(FF*)ds n . (1.148) 

On retrouve ainsi la forme usuelle de Taction de Yang-Mills car la projection orthogonale 
correspond au choix du representant realisant le minimum de la fonctionnelle de Yang-Mills. 
Ce resultat s'etend au cas d'un triplet spectral obtenu par produit d'une geometrie commutative 
par une triplet spectral fini |^Z] . 
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1.3.4 Une inegalite en dimension 4 

En dimension 4, Paction de Yang-Mills admet une borne inferieure de nature topologique qui 
joue un role central en theorie quantique des champs ||Sh|| . Avant de generaliser cette inegalite 
au cas non commutatif, commengons par etudier une theorie de Yang-Mills associee a un fibre 
principal sur une variete compacte munie d'une metrique euclidienne. En coordonnees locales, la 
connexion peut s'ecrire comme une 1-forme A = A^dx^ a valeurs dans l'algebre de Lie du groupe 
de jauge, SU (N) par exemple, et sa courbure est representee par la 2-forme F = 1/2 F^dx^ Adx u 
avec F^y = d^A u — d ii A v + [A^, A u ]. L'action de Yang-Mills est 

Sym = -\ \ s/gdxY P g vrJ ^^pa) = ~\ I Tr(F A *F) (1.149) 

4 J M L J M 

le signe — etant choisi de maniere a obtenir une action positive car F^ v est une matrice anti- 
hermitienne. Le dual de Hodge * est defini sur les 2-formes par 

* F = ^-e^ pa F^dx p dx a (1.150) 

et satisfait a *(*F) = F. 

II est facile de voir que l'action de Yang-Mills satisfait a l'inegalite 

S YM = -~ / Tr(FA*F)>-i/ Tr(FAF). (1.151) 
2 Jm 2 J M 

De plus, le second membre de (|1.151|) s'ecrit localement comme l'integrale d'une derivee totale, 

!/-,„/. , . 2 



, Tr(F A F) = - / d Tr ( A A dA + -A 3 ) , (1.152) 
2 Jm 2 Jm V 3 / 

et ne depend que de la topologie du fibre sous-jacent. 

Nous allons generaliser les resultats precedents a une theorie de jauge definie sur un triplet 
spectral de dimension 4 [|C5|| . 

Theoreme 1.3.1 Soit (A,7i,V) un triplet spectral de dimension 4 satisfaisant a la condition 
de fermeture et soit V une connexion sur un module hermitien £ sur l'algebre A. Si e G Mn(A) 
est le projecteur correspondant a S, alors l'action de Yang-Mills satisfait a l'inegalite 

Sym [V] > | ^Tr ( edededede) ds 4 1 , (1. 153) 

oil 7 est la chiralite associee a (A, H, V) et de = [D, e] . 
Demonstration: 



Sans perte de generalite, nous pouvons supposer que £ = eA N ou e G M^{A) verifie 
e 2 = e* = e. L'action de V sur e£ G £ s'ecrit V(e£) = ed(e£) + eAe£, ou A est un element 
hermitien de M^(A) ^^Q^IA). La courbure de cette connexion est une matrice d'elements de 
Q"jy(A) donnee par F = edede + ed(eAe)e + eAeAe. Rappelons que fl^A) est forme de classes 
d'equivalence d'operateurs bornes, aussi choisissons un representant quelconque Fi de F. 

Puisque 7 est une involution hermitienne de carre 1 qui commute avec F], on a 



-^( 7 ±l) 2 Tr(F*F 1 )ds 4 > 0, 



(1.154) 
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puis, en developpant le premier membre, on obtient 

± -^ 7 Tr (F*Fi) ds 4 < -^Tr (F*F X ) ds 4 . (1.155) 



Cette inegalite est l'analogue non commutatif de (p.. 151 ), il nous reste cependant a comparer le 



premier membre de ( |1.155| ) avec Taction de Yang-Mills et il nous faut aussi mettre en evidence 
la signification topologique de son second membre. 

Commengons par noter que le second membre de (|1.155|) ne depend pas du representant Fi 



de la courbure F. En effet, si F 2 est un autre representant de F, alors F\ — F 2 — 0, ou 6 est 
une matrice a coefficients dans 7r(J) H tt(Q 2 (A)), d'ou 

FiF* = f 2 f; + F 2 e* + of; + ee* . (i. 156) 



Puisque J est un ideal stable par involution, Tr(9') est un element de J n n(Q 4: (A)) et peut 
s'ecrire sous la forme 

Tr(fl') = [ v ' 4] \p, 4] \p, 4] ft, 4] ( L1 57) 



avec a l p G A. En utilisant la condition de fermeture, on obtient XyTr^^ds 4 = 0, ce qui montre 
que -^7Tr(F!F*)ds 4 = -^7Tr(F 2 F;)ds 4 . Notant T f7Tr(FF*)ds 4 ce nombre, on a 

-^ 7 Tr (FJFi) ds 4 > -^ 7 Tr (F*F) ds 4 . (1.158) 

Puisque cette inegalite est vraie pour tout representant F\ de F, on a, par passage a la borne 
inferieure, 

SymM > far (F*F) ds 4 (1.159) 

Pour demontrer le theoreme precedent, il nous reste a expliciter le second membre de ( |1.159| ) 
et a montrer qu'il ne depend de la projection e. 

Le lemme suivant introduit en geometrie non commutative l'analogue de la forme de Chern- 
Simons AdA + 2/3 A 3 . 

Lemme 1.3.1 Soit B £ M N (A) ® A &\>{A) une 1-forme hermitienne a valeurs dans M^{A) 
et soit G = dB + B 2 G M N (A) <S>a ^t>(^) sa courbure. Alors on a 

-^ 7 Tr(G?)ds 4 = 0, (1.160) 

pour tout representant G\ de la classe de G. 
Demonstration : 

Pour montrer ce lemme, introduisons la 3-forme a valeurs matricielles 

K = BdB + -B 3 . (1.161) 
3 

Par derivation, on obtient dans Mn{A) ®a ^v(^) 

2 2 2 

dK = dBdB + -dBB 2 - -BdBB + -B 2 dB, (1.162) 

3 3 3 
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soit en introduisant la courbure G = dB + B 2 , 

dK=(G-B 2 f + ^(G- B 2 ) B 2 -\b(G- B 2 ) B + ^B 2 (G - B 2 ) . (1.163) 

Si Gi est un representant de la classe de G, alors il decoule de la structure d'ideal de J que 

(d - B 2 ) 2 + 2 -B 2 (Gi - B 2 ) - ^B (d - B 2 ) B + | (d - 5 2 ) 5 2 (1.164) 

est un representant de la classe de dK. Puisque dK est une derivee, la condition de fermeture 
implique que l'integrale de tous ses representants est nulle. On en deduit que 

^f 7 Tr (Gi - B 2 ) 2 ds 4 + |^f 7 Tr (B 2 (G! - B 2 )) ds 4 
-|^ 7 Tr (B(Gi - B 2 )B) ds 4 + |^ 7 Tr ((Gi - B 2 )B 2 ) ds 4 = 0. (1.165) 

En utilisant les proprietes de trace graduee de^f 7 Tr sur tt(u^,(A)), la relation precedente se 
reduit a 

-^ 7 Tr(G!) 2 ds 4 = 0, (1.166) 
ce qui prouve le lemme. □ 

Pour demontrer le resultat annonce, appliquons le lemme precedent a 

B = ede - dee + eAe. (1.167) 
Pour calculer la courbure G = dB + B 2 , determinons 

dB = d (ede - dee + eAe) = 2dede + d(eAe) (1.168) 

ct 

B 2 = (ede — dee + eAe) 2 , 

= — ededee — deede — deeAe + eAede + eAeAe, (1.169) 

ou on a utilise les relations de = ede + dee et edee = obtenues en derivant e 2 = e. Regroupant 
tous les termes, on a 

G = dede - deeAe + eAede + d(eAe) + eAeAe, (1.170) 

ce qui nous donne 

eGe = edede + ed(eAe)e + eAeAe = F (1-171) 

eG(l - e) = (1 - e)Ge = (1.172) 

(1 - e)G(l - e) = deede. (1.173) 

Introduisons un representant hermitien F\ de la classe d'equivalence de la courbure F = edede+ 
ed(eAe)e + eAeAe. Ainsi 

G 1 = (l-e)[V,e][V,e] + F 1 (1.174) 
est un representant hermitien de G et on a 

(df = (1 - e)dede(l - e)dede + (F x ) 2 

= (1 -e)dededede+ (F t ) 2 . (1.175) 
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En appliquant le lemme precedent, on trouve 

-^ 7 Tr ((1 - e)dededede) ds 4 + -^ 7 Tr (FiF*) ds 4 = 0. (1.176) 
D'apres la condition de fermeture on a 

-^ 7 Tr (dededede) ds 4 = 0, (1.177) 

d'ou 

-^ 7 Tr (FiF*) ds 4 = -^ 7 Tr (edededede) ds 4 , (1.178) 
ce qui acheve de demontrer le resultat annonce. □ 

Nous avons montre que Paction de Yang-Mills est bornee par un nombre qui ne depend 
que du projecteur e definissant le module projectif £ . Cependant, pour pouvoir interpreter 
ce nombre comme une quantite topologique, il nous faut prouver que seule importe la classe 
d'equivalence du projecteur e dans le groupe K (A) 

Proposition 1.3.12 Sous les hypotheses du theoreme precedent, la quantite 

-^ 7 Tr (edededede) ds 4 (1.179) 

ne depend que de la classe de e dans K (A). 
Demonstration : 

Puisque le triplet (A, H, V) satisfait a la condition de fermeture, $ defini par 

$(a , ai, . . . , a 4 ) = ^7 a o [V, a x ] . . . [V, a 4 ] ds A (1.180) 

pour tout ao, ■ ■ ■ , a\ G A est le caractere du cycle associe a l'algebre differentielle Qd(A) (cf 
§1.3.1). De plus, ce caractere determine un cocycle cyclique sur Mn(A) en faisant le produit 
"cup" avec la trace naturelle de M^(A) dans A (cf Appendice C). Le cocycle obtenu est donne 
par 

<J(a , ai, . . . , a 4 ) = ^7Tr (a [T>, &i] . . . [V, a 4 ]) ds 4 (1.181) 

Par consequent, $ est un cocycle cyclique, et $(e,e, e,e, e) est, a un facteur de normalisa- 
tion pres, l'accouplement entre ce cocycle cyclique et le groupe K (A), ce qui implique que 
$(e, e, e, e, e) ne depend que de la classe d'equivalence de e dans K (A). □ 

Ainsi, nous avons generalise au cas non commutatif la minoration de Paction de Yang-Mills 
par une quantite de nature topologique. En geometrie differentielle ordinaire, on peut montrer 
que ce minorant est toujours le produit d'une constante numerique par un nombre entier appele 
"indice de Pontryagin". Ce resultat ne s'etend pas en toute generality au cas non commutatif, 



mais nous montrerons, en appliquant le theoreme de Pindice ||CM1|| , qu'il reste valide sur le tore 
non commutatif. 

L'inegalite precedente ne peut etre valable que pour un triplet spectral de dimension 4. En 
effet, en dimension n^4, Paction de Yang-Mills se transforme en A 4_n sous la transformation 
V — > AV pour tout A > 0, alors qu'une quantite topologique est necessairement invariante sous 
cette transformation. 
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1.3.5 Action de Chern-Simons 



Une theorie des champs topologique [ [BBR'IH est une theorie des champs dont la construction 



ne necessite que des informations de nature topologique sur la structure de l'espace temps. La 
quanfication d'une telle theorie permet de determiner explicitement des invariants topologiques, 
et se revele tres utile sur le plan mathematique. 

Parmi toutes les theories topologiques, celle de Chern-Simons est certainement la plus celebre 
car elle permet de determiner des invariants topologiques des varietes de dimension 3, qui ne 
sont autres que les valeurs de la fonction de partition pour different s choix de l'espace-temps. 
De plus, les valeurs moyennes dans le vide de certaines observables (les lignes de Wilson) sont 



directement relies aux invariants polynomiaux de la theorie des noeuds ||Wi . 

Plus precisement, si M. est une variete compacte de dimension 3 et G un groupe de Lie 
compact, que Ton peut choisir comme etant SU(N) pour fixer les idees, on definit pour toute 
1-forme A a valeurs dans l'algebre de Lie de G, Taction de Chern-Simons par 

Scs[A] = ± J Tr (AdA + ^A 3 ) , (1.182) 

ou k G E est une constante de couplage. II est remarquable que cette action ne fasse pas appel 
au choix d'une metrique sur A4, puisqu'on integre une 3- forme en dimension 3. 

Sous une transformation de jauge determinee par une application g de M. dans G, le champ 
de jauge A devient A 9 = gAg~ x + gdg' 1 et il est facile de montrer, en utilisant les proprietes 
usuelles de l'integration des formes differentielles, que Faction n'est pas invariante de jauge, 

S CS [A°} = Scs[A] + ± Jtt ((gdg- 1 ) 3 ) • (1.183) 

Si nous normalisons les generateurs T a de l'algebre de Lie de G par la condition Tr(T a T b ) = 
— l/25 ab , alors on montre que 

2^5 1^ ((gdg- 1 ) 3 ) = n (1.184) 

est un nombre entier usuellement appele "degre" de l'application g de M. dans SU(N). 

Par consequent, si k est aussi un entier, e lkS cs[A] eg ^ invariant sous une transformation de 
jauge si bien que la fonction de partition 

Z[M) = J [DA]e ikScs[A] (1.185) 

est invariante de jauge et nous permet de definir une theorie quantique des champs, qui apres 
regularisation, nous donne un invariant topologique. 

Avant de chercher a etendre ce resultat en geometrie non commutative, il est important de 
noter que le defaut d'invariance de jauge de faction de Chern-Simons est du a la non connexite 
du groupe des applications de M. dans G. En effet, si g t en un chemin differentiable de telles 
applications reliant g et gi, on montre que 



ce qui prouve que ce nombre ne depend que de la composante connexe de g. 
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En geometrie non commutative, le groupe des applications de M. dans G est remplace par 
le groupe des unitaires de M N (A) ) oh A est l'algebre des coordonnees et le defaut de connexite 
de ce groupe est mesure par le Ki(A) (cf Appendice B). Aussi allons-nous relier l'invariance 
de jauge de la fonctionnelle de Chern-Simons au couplage entre la cohomologie cyclique et le 
groupe Ki(A). 

Commengons par definir Paction de Chern-Simons dans le cadre non commutatif. 

Definition 1.3.7 Soit (A,7i,T>) un triplet spectral de dimension 3 satisfaisant a la condition 
de fermeture et soit A e M N (A) <8u Q]y(A) une 1-forme hermitienne a valeurs dans M N (A). 
L 'action de Chern-Simons Scs[A] est definie par 



S CS [A] = -^Tr(K 1 )ds 3 , 



;i.i87) 



oil Ki est un representant quelconque de la classe d 'equivalence de la forme de Chern-Simons 

2 



K = AdA + -A 3 . 

3 



;i.i88) 



II est important de noter que grace a la condition de fermeture, cette definition ne depend 
pas du representant choisi de la classe de K. En effet si K 2 est un autre representant de K, 
alors Ki — K 2 est une matrice a coefficients dans 7r(J) n ir (f2 3 ( v 4.)) se met sous la forme 



Tr (KO - Tr (K 2 ) = £ [v, ai] [v, a 2 ] [v, ^ 



(1.189) 



ou a\, a % 2 et 03 sont des elements de A. D'apres la condition de fermeture, on a 



ce qui implique que 



j [V, a[] [V, 4] [D, 4] ds 3 = 0, 
-^Tr (K x ) ds 3 = -^Tr (K 2 ) ds 3 . 



1.190) 



1.191) 



A priori, il n'est pas evident que cette action ait reellement un caractere topologique en 
geometrie non commutative car elle depend du choix de l'operateur de Dirac qui recele une 
information de nature metrique ; une theorie topologique ne devant dependre que de la struc- 
ture de C*-algebre sous-jacente. Toutefois, il est clair que cette action ne depend que de la 
structure de cycle sur Vt v {A) definie par le triplet spectral (A,H,V). 
Etudions l'invariance de jauge de cette action. 

Theoreme 1.3.2 Soit (A,H,V) un triplet spectral de dimension 3 satisfaisant a la condition 
de fermeture. Alors, sous une transformation de jauge determinee par u G L^vA), Vaction de 
Chern-Simons Scs\A\ devient 



S cs [uAu + udu' 1 ] = S CS [A\ +r[u], 



;i.i92) 



avec 



1 t 

T[u] = -- -^Tr (udu^Vdu^Vdu^ 1 ) ds 3 



(1.193) 
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Demonstration : 

Introduisons la courbure F = dA + A 2 de A. On peut ecrire 

AdA+ -A 3 = AF -\a 3 , (1.194) 

ce qui implique que si F\ est un representant de F, alors Paction de Chern-Simons est 

S CS [A] = pr (AF, - ^A 3 ) ds 3 . (1.195) 

Sous une transformation de jauge A devient uAu^ 1 +udu~ l et F se transforme en uFu -1 , d'ou 

ScsiuAu' 1 +udu~ 1 } = Jti ((ukvT 1 + udu' 1 ) uFiu" 1 - 1/3 (uAu" 1 + udu" 1 )^ ds 3 . (1.196) 

En utilisant uniquement la propriete de trace de l'application \— > ^fTr(7r(u;))ds 3 et la 
relation du^u + u~ l du = 0, on obtient 

-^Tr ((uAu^ 1 + udu" 1 ) uFiu" 1 ) ds 3 = -^Tr (AF) ds 3 - -^Tr (duFu" 1 ) ds 3 (1.197) 

ainsi que 

\3 



-l/3^Tr ((uAu" 1 + udu- 1 )') ds 3 = 
-|^Tr (A 3 ) ds 3 - yTr ((udu" 1 ) 3 ) ds 3 -^Tr (udu^uA^- 1 ) ds 3 +^Tr (duAdu" 1 ) dp.198) 

Regroupant tous les termes, on obtient 

S cs [uAu + udu- 1 ] = S CS [A]+T[u] 

+ jTr (udu^uFiU" 1 - udu^uA^ 1 + duAdu" 1 ) ds 3 . 

L'integrant du second membre de cette equation est un representant de 

udu^uFivT 1 — udu~ x uA 2 u~ x + duAdu~ x = udu^udAu' 1 + duAdu^ 1 

= —dudAu" 1 + duAdu~ x 

= -dud (Au~^ 

= -d{ud(Au' 1 )) . (1.199) 

Puisque c'est le representant d'une derivee totale, par application de la condition de fermeture, 
on a 

4Tr (udu^uFm- 1 - udu^uAV 1 + duAdu" 1 ) ds 3 = 0, (1.200) 

ce qui prouve que 

S cs [uAu + udu- 1 ] = S CS [A] + T[u]. (1.201) 

□ 

De plus, nous pouvons interpreter T[u] comme un couplage entre un cocycle cyclique et le 
groupe Ki(A), ce qui assure sa stabilite par deformation (cf Appendice C). 



54 



CHAPITRE 1. GEOMETRIE SPECTRALE NON COMMUTATIVE 



Proposition 1.3.13 Sous les hypotheses du theoreme precedent, T[u] ne depend que de la 
classe de u dans Ki(A) = no(Uoo(A)) . 

Demonstration : 

La condition de fermeture nous montre que $ defini par 

$(a , ai, 02, a 3 ) = j (a [V, ai] [V, a 2 ] [V, a 3 ]) ds 3 , (1.202) 

est un cocyle cyclique sur A qui s'etend a Mm {A) a l'aide du produit "cup" avec la trace pour 
donner le cocycle cyclique 

$(a , ai, a 2 , a 3 ) = ^Tr (a [P, a x ] [P, a 2 ] [P, a 3 ]) ds 3 . (1.203) 

Par consequent $(« — 1, -u -1 — 1, u — 1, w -1 — 1) ne depend que de la classe de u dans le groupe 
Ko(A). 

Pour terminer, il nous suffit de remarquer que T[u] = 1/3$('U,'U _1 — l,u — 1,-u^ 1 — 1) car 
on a 

(udu' 1 ) 3 = -udu^dudu- 1 = -ud (u' 1 - l) d (u - 1) d (u' 1 - l) , (1.204) 
et que par application de la condition de fermeture, 

$(1, u~\ u, u' 1 ) = Jtt (l, u _1 , u - 1, u" 1 - l) ds 3 = 0, (1.205) 

ce qui prouve que 

r[u] = ^$(w - 1, v,- 1 - 1, u - 1, u' 1 - 1). (1.206) 

A un facteur de normalisation, T[u] est egal au couplage d'un cocycle cyclique avec un unitaire 
u. Par consequent, T[u\ ne depend que de u dans K 1 (A) = Tro(Uoo(A)). □ 

En consequence, lorsque la transformation de jauge est situee dans la composante connexe 
de l'identite, T[u] = et Taction de Chern-simons est invariante sous cette transformation. 

Toutefois, nous ne pouvons pas montrer en toute generalite que T[u] est proportionel a un 
entier. Cependant, T[u] ne peut prendre qu'un nombre restreint de valeurs lorsque u parcourt 
tout le groupe des unitaires de M^{A). 

Corollaire 1.3.1 Lorsque Valgebre A est separable, Y[u] ne prend qu'un nombre denombrable 
de valeurs. 

En effet, lorsque A est separable, Ki(A) est denombrable ; les C*-algebres separables jouant 
le role des espaces topologiques metrisables (cf Appendices A et B). 

1.4 La formule de l'indice 

1.4.1 Le probleme de l'indice 

En geometrie differentielle classique, on peut montrer qu'en dimension 4 la borne inferieure 
de Faction de Yang-Mills est proportionelle a un nombre entier. De meme, en dimension 3, 
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les seules valeurs de la fonction F[u] apparaissant dans l'invariance de jauge de Taction de 
Chern-Simons sont des multiples entiers d'une certaine constante numerique. 

Pour etendre ces resultats au cas non commutatif, il est utile de relier ces quantites a l'indice 
d'un certain operateur, en suivant une demarche analogue a celle employee par J. Bellissard 
dans son etude de l'effet Hall quantique [ Bel| | . Commengons par rappeler certaines notions 



concernant l'indice d'un operateur |G|| . 

Definition 1.4.1 Soit 7i un espace de Hilbert et T un operateur borne sur TC. On dit que T 

est un operateur de Fredholm si kerT et kerT* sont de dimension finie et on appelle indice de 
T la difference dim ker T — dim ker T* . 

La caracterisation suivante des operateurs de Fredholm se revele tres utile dans notre con- 
texte. 

Proposition 1.4.1 Un operateur borne T est un operateur de Fredholm si et seulement si il 
existe un operateur borne S tels que TS — 1 et ST — 1 soient des operateurs compacts. 

Pour pouvoir determiner explicitement l'indice d'un operateur, il est commode d'introduire 
pour tout espace de Hilbert TC et tout reel p > 1 l'ensemble L P {TL) forme des operateurs 
compacts tels que la serie S n (A n ) p converge, ou (A n ) ngN designe la suite des valeurs propres 
decroissantes de |T| = VTf*. Si T 6 L P (TC), pour toute base hilbertienne (e n ) neN la serie 
Y,n( e n,T p e n ) est convergente et sa somme, qui ne depend pas de la base choisie, est notee 
Tr(T p ). On demontre alors le resultat suivant 

Proposition 1.4.2 L P {TL) est un ideal bilatere de Valgebre des operateurs bornes surTC et on 
a, 

L p (H)L q (H) C V\H) (1.207) 
pour tous nombres reels p, q et r < 1 tels que ~ + ^ = ainsi que L p {7i) C L q {7i) si p > q. 

Les ideaux L P (TL) sont appeles ideaux de Schatten. Bien entendu, L^iTi) est forme des 
operateurs a trace. II est important de remarquer que cette definition fait appel a la trace 
usuelle et non a la trace de Dixmier et il ne faut pas confondre les elements de L P (1~C) avec les 
infinitesimaux d'ordre p. 

Si nous supposons que les valeurs propres des operateurs compacts TS — 1 et ST — 1 
decroissent suffisament rapidement pour que la trace de leur puissance p-ieme existe, nous 
obtenons une expression explicite de l'indice de T |C2 |. 



Proposition 1.4.3 Soient p > 1, T et S deux operateurs bornes tels que TS — 1 G L p (7i) et 
ST — 1 G L p {7i). Alors T est un operateur de Fredholm et pour tout entier n > p on a 

Ind(T) = Tr (1 - ST) n - Tr (1 - TS) n . (1.208) 

Nous ne pouvons pas appliquer directement le resultat precedent a un triplet spectral 
(A, Ti, V) car l'operateur de Dirac est un operateur non borne. En fait, la formulation du 
theoreme de l'indice en geometrie non commutative fait appel a la notion de module de Fred- 
holm. 

Definition 1.4.2 Soit A une algebre involutive. Un module de Fredholm sur A est un couple 
(7i, F), ouTi est un espace de Hilbert sur lequel A a une representation n et F est une isometrie 
hermitienne telle que [F,tt(x)] soit compact pour tout x G A. 

Pour pouvoir etre utilisee dans notre contexte, cette definition doit etre affinee en intro- 
duisant la parite et la dimension. 
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Definition 1.4.3 Un module de Fredholm (TC,F) sur une algebre involutive A est pair s'il 
existe une involution hermitienne 7 telle que 7F + F7 = 0, 77r(x) = 7r(x)7 pour tout x G A. 
Pour tout entier p > 1, (TL, F) est dit p-sommable si, pour tout x £ A, [F, tt(x)} G L p (TL). 

L 'introduction de la notion de module de Fredholm est motivee par le theoreme suivant, 
qui forme la premiere partie du theoreme de l'indice en geometrie non commutative [ C2" | . 



Theoreme 1.4.1 Soit A une algebre involutive et (TL, F) un module de Fedholm n+l-sommable 
sur A. En remplagant TL par TL®C N etF par F ® nous definissons un module de Fredholm 
sur Mn(A) encore note (TC,F). De plus, si n est pair nous supposons que (TL,F) est pair et 
nous notons F + = :i y-F :l ^- et si n est impair nous notons P = Alors on a, en omettnat 
la representation 71 : 

1. si n est pair, pour tout e G M^{A) tel que e 2 = e* = e, eF + e est un operateur de Fredholm 
et son indice est donne par 

Ind(eF+e) = (-l) p Tr ( 7 e [F, e] 2p ) (1.209) 

pour tout entier p > (n + l)/2. 

2. si n est impair, alors pour tout unitaire u G M^(A), PuP est un operateur de Fredholm 
sur H' = PH et son indice est donne par 

Ind(PuP) = (-I^^-Ltt I (u - lF.u" 1 - lJ jF^-l]^^- 1 -!]...^^ - 1}[F, u' 1 - 1] 

\ 2p— 2termes 

(1.210) 

pour tout entier p > 
Demonstration: 



La demonstration de ce resultat se trouve dans ||C5]| lorsque n est pair, le cas impair etant laisse 



en exercice. Nous nous occuperons de ce dernier, en nous inspirant des methodes developpees 



dans C5 et C2 



Definissons deux operateurs de 7i' par T = PuP et S = Pu*P. II verifient 

ST-1 W = Pu*PuP-P = P[P,u*][P,u] (1.211) 



ainsi que 

TS-1 H > = PuPu*P - P = P[P,u][P,u*\. (1.212) 
Puisque le module est n + 1-sommable, par la proposition 1.4.2 P[P,u*][P,u] et P[P,u][P,u*] 

n + 1 

sont des elements de L~\K). De plus, TL' est stable par ces operateurs et leur action sur le 
supplement aire orthogonal de TL' dans TL est triviale. Par consequent, on peut les considerer 

n + 1 

comme des elements de L~2~(TC'), et on a, par la proposition 1.4.3, 

Ind(T) = Tr w - ST) P - Tr n , (1 H , - TS) P , (1.213) 
pour tout entier p > Cela s'ecrit aussi sous la forme 

Ind(PuP) = (-l) p Tr(P[P,u*][P,u]) p - (-l) p Tr (P[P, u] [P, u*]) p , (1.214) 



oil la trace est a prendre dans TL. 
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Puisque P est un projecteur, on a P[P,u]P = et P[P,u*]P = ce qui implique que 
P[P, u*} [P, u]P = P[P, u*} [P, u\ et que P[P, u] [P, u*]P = P[P, u\ [P, u*} . On a done 

Ind(PuP) = (-l) p Tr (PQ[P, u]) - (-l) p Tr (P[P, u]Q) (1.215) 



avec 



Q = [P 1 u*}([P,u}[P,u*}) p - 1 . (1.216) 

n + l 

Le module de Fredholm etant n + 1-sommable, on a Q G L 2 ?- 1 C L \H) ce qui prouve que Q 
est un operateur a trace, d'ou 

Ind(PuP) = (-l) p Tr ([P, u]PQ) - (-l) p Tr (P[P, u]Q) 

= (-l) p (2Tr (PuPQ) -Tr(PuQ) -Tr(uPQ)). (1.217) 



De plus on a 



P[P,u][P,u*] = [P,u}[P,u*}-[P,u}P[P,u*] 

= [P, it] [P, u*} - [P, u] [P, It*] + [P, u] [P, U*]P 

= [P,u][P,u*)P, (1.218) 

puisque P 2 = P. On en deduit que 

pq = p\p,u*}(\PA\p^}r i 

= {p,u*} ([p,u][P,u*]) p - 1 - [p^^p^uwp^y- 1 

= [p, u *] ([p,u][p,u*]r i - [p, u *] ([p,u][p,u*]r i p 

= Q(l~P), (1.219) 
ce qui implique que Tr (PuPQ) = et Tr (uPQ) = Tr ((1 — P)uQ). On en deduit que 

Ind(PuP) = -(-l) p Tr (PuQ) - (-l) p Tr ((1 - P)uQ) = (-l) p+1 Tr (uQ) . (1.220) 
En utilisant la relation PQ = Q{1 — P), on montre que Tr(Q) = 0, ce qui implique que 

Ind(PuP) = (-l) p+1 Tr (u-l)[P,u* -l][P,u-l]...[P,u-l][P,u* - I] \ . (1.221; 

\ 2p— ltermes 

Finalement, en utilisant P = (1 + F)/2, il vient 



(_1)p+i 
Ind(PuP) = ^T-Tr 



[u-l)[F,u*-l][F,u-l]...[F,u-l][F,u*-l] , (1.222) 



V 2p-l 

ce qui est bien le result at annonce. □ 

Ces relations sont tres similaires aux relations apparaissant dans la definition du couplage 
entre la K-theorie et la cohomologie cyclique periodique. En fait, on peut construire a l'aide 
d'un module de Fredholm une suite de cocycles cycliques 
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Proposition 1.4.4 Soit (7i, F) un module de Fredholm (n + l)-sommable ayant la meme parite 
que n. Alors pour tout entierm, les relations suivantes definissent des n + 2m-cocycles cycliques 
sur A n+2m+1 : 

r n +2m(ao, ai,..., a n+2 m) = Tr' (7a [F, ai] . . . [F, a n+2m ]) si n est pair, 
r n +2m{ao, ai, ■ ■ ■ , a«+2m) = Tr' (a [F, aj . . . [F, a n+2m ]) si n est impair, 

ou Tr'(T) = ±Tr (F(FT + TF)). 

Nous utilisons Tr' au lieu de la trace ordinaire pour pouvoir definir r n ; lorsque m > on 
peut remplacer Tr' par Tr dans la definition de T n+2m - Tous les termes de cette suite de cocyles 
sont relies par l'operateur de periodicite 5* (cf §Appendice C). 

Proposition 1.4.5 Les cocycles precedents satisfont a la relation 

2 

T~n+2m+2 = ~Z —^ST n+ 2mj (1.223) 

n + 2m + 2 

oil S : HC n+2m (A) — > HC n+2m+2 est l'operateur de periodicite. 

Cela nous amene naturellement a changer les normalisations de ces cocyles de maniere a 
pouvoir definir une classe en cohomologie cyclique periodique. 

Definition 1.4.4 Le caractere de Chern du module de Fredholm est la classe de cohomologie 
cyclique periodique definie par les cocyles suivants 

p{p — 1) 

<f>p(a ,ai,...,a p ) = = (-1) * r(p/2 + l)r p (o , a x , . .., a p ) si p est pair, 

j p(p—l) 

p (ao, a\, ... , a p ) = v 2i{— 1) 5 T(p/2 + l)T p [ao, a i, ■ ■ ■ , <%>) si p est impair, 

pour tout entier p = n + 2m et tous a , . . . ,a p G A. 

On peut alors aisement verifier le resulat suivant. 

Proposition 1.4.6 Lorsque n est pair (resp. impair), I'indice de eF + e (resp. PuP) est obtenu 
en couplant le caractere de Chern avec K (A) (resp. Ki(A)). 

Nous allons maintenant appliquer ces resultats aux triplets spectraux en suivant la procedure 
donnee dans ||C5|| et ||C2j| . La premiere etape consiste a associer a tout triplet spectral (^4, 7i, V) 



de dimension n un module de Fredholm (Ti 1 , F) n+l-sommable et ayant la meme parite que n. 
Puisque la resolvante de V est compacte, le noyau de V est de dimension finie et nous designons 
par Tii le supplement aire orthogonal de ker T> dans 7i. 

Dans le cas impair nous definissons TC = TC et sur Tii nous pouvons ecrire T> = \T>\F, avec 
F unitaire tel que F 2 = 1. Dans le cas pair nous posons W = TC © ker V = Hi © ker V © ker D. 
Nous definissons F par la decomposition polaire T> = [D\F sur 7i\ et F echange simplement 
les deux facteurs kerP, la chiralite etant opposee sur le second facteur de maniere a avoir 
'-fF + F'-f = 0. On montre alors le resultat suivant |C5| . 

Proposition 1.4.7 Le module de Fredholm (7i',F) est n + 1-sommable. 

Nous pouvons ainsi, au moins en principe, utiliser le caractere de Chern pour relier certaines 
quantites a I'indice d'un operateur et montrer de la sorte leur integralite. Cependant, que ce soit 
en dimension 3 avec Paction de Chern-Simons ou en dimension 4 avec la theorie de Yang-Mills, 
les quantites que nous avons rencontrees faisaient intervenir l'operateur de Dirac a la place de 
F et la trace de Dixmier a la place de la trace usuelle. Malheureusement, on ne peut obtenir 



de la sorte que la classe de cohomologie de Hochschild du caractere de Chern [G5 . 
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Proposition 1.4.8 Soit (A,7i,T>) un triplet spectral de dimension n. La relation suivante 
definit un cocycle de Hochschild 

V>(ao, • • • , an) = /i n Tr w ( 7 7r(a ) [V, 7r(ai)] . . . [V, 7r(a n )]) , (1.224) 

avec 

n(n— 1) 

H n = (—1) 2 r(n/2 + 1) si n est pair, 

I n(n — 1) 

/i n = v2i(— 1) 2 T(n/2 + 1) si n est impair, . 
qui appartient a la classe de cohomologie de Hochschild du caractere de Chern. 

□ 

Lorsque xjj est un cocycle cyclique, son evaluation sur des projecteurs ou des unitaires ne 
depend que de leur classe dans les groupes de K-theorie, les nombres complexes ainsi obtenus 
sont done relativement stables par deformation. 

Maine ureusement, ce cocyle n'est pas suffisant pour determiner le caractere de Chern 
puisqu'il est l'image de ce dernier par l'application I qui est l'inclusion du complexe de co- 
homologie cyclique dans le complexe de Hochschild. II nous manque done d'eventuelles com- 
posantes du caractere de Chern qui sont situees dans le noyau de / (Appendice C). 

Si c est un cycle de Hochschild, alors le couplage ^(c) est egal au caractere de Chern evalue 
en c. En dimension 1, il est clair que 

c= (u- 1) <g> (W 1 - 1) (1.225) 

est un cycle de Hoschild pour tout unitaire u G M N (A). Puisque \I/ est dans la classe de 
cohomologie de Hochschild du caractere de Chern, il ne different que par un bord et leur 
couplage avec c est identique. En tenant compte de toutes les normalisations, on a 

Ind(PuP) = ±Tr u ((u- l)^^- 1 ]!^- 1 ) , (1.226) 

ce qui nous donne une forme particulierement simple du theoreme de l'indice en dimension 1. 
Exemple 1.4.1 

Considerons le triplet spectral de dimension 1 correspondant aux fonctions sur le cercle S 1 
de longueur 1. Autrement dit, nous prenons A = C 00 (S' 1 ) qui agit par multiplication sur 
TC = L 2 (S 1 ) et T> — 27r?j|, oil t est la coordonnee usuelle sur S 1 obtenue en identifiant les 
fonctions de C°°(S' 1 ) avec les fonctions indefiniment derivables de periode 1. 

La trace de Dixmier est proportionnelle a l'integrale (le coefficient de proportionalite etant 
1/n en dimension 1) et on a 

Tr w {i,[VM\V\- 1 ) = 2if\^h. (1.227) 

Les modes de Fourier e n = e mx forme une base Hilbertienne de 7i dans laquelle l'operateur F 
est simplement donne par Fe n = sign(n)e n , ce qui implique que Pe n = e n si n > et Pe n = 
si n < 0. 

Verifions le theoreme de l'indice pour l'unitaire u = e mx . L'operateur PuP transforme le 
vecteur avec k > en e n+ k si n + k > et en si n + k < 0. Par consequent, il est injectif si 
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n < 0, et si n > 0, son noyau est de dimension n et engendre par (e , ei, . . . , e n _i). De meme, 
on etudie Pu*P en changeant n en — n. On obtient 

Ind(PuP) = dimkerPuP - dimkerPu*P = n. (1.228) 

D'autre part, on a ^u* = —inu*, ce qui donne 

2i / u—u* = 2n, (1.229) 
jo at 

d'ou, puisque la trace de Dixmier n'est autre que l'integration, 

Ind(PuP) = n = ^Tr w ((u[P, u- 1 ]^!" 1 ) , (1.230) 

ce qui est bien le theoreme de l'indice en dimension 1. ■ 



1.4.2 Spectre de dimension 

Pour pouvoir etre utilise en pratique, le theoreme de l'indice doit exprimer l'indice d'un 
certain operateur non pas a l'aide de la trace et de l'operateur F, mais en fonction de la trace 
de Dixmier et de l'operateur de Dirac. En regie generate, il ne sera pas possible de n'utiliser 
que la trace de Dixmier. Nous aurons besoin de generaliser cette derniere par 1' intermediaire 
de l'analogue du residu de Wodzicki (cf Appendice A) pour un triplet spectral general ||CM1| . 



En vue de generaliser le residu de Wodzicki, nous devons supposer que les fonctions ( 
construites a partir de l'operateur de Dirac peuvent etre continuees analytiquement sauf peut- 
etre sur un sous-ensemble discret de C. 

Definition 1.4.5 Soit (A,T~t,T>) un triplet spectral de dimension n. On dit que (A, / H,T>) a un 
spectre de dimension discret £ G C si les fonctions definies par 

( b (z) = Tr(b|P|- z ) (1.231) 

lorsque la partie reelle de z est assez grande et pour tout b appartenant a I'algebre B engendree 
par A et [D.A] et les commutateurs iteres 5 n {ir(A)) et 5 n ([D ) A\) avec \V\, se prolongent 
analytiquement a C prive de S. Nous supposons aussi que pour tout z = s + it avec s > la 
fonction t \— > V(z)^b(z) est a decroissance rapide. 

Par definition, le spectre de dimension est un sous-ensemble discret de C qui correspond aux 
poles simples des fonctions ( generalisees dans le cas classique [0. 

II existe de nombreux triplets spectraux ayant un spectre de dimension simple comme par 
exemple le tore non commutatif, qui correspond a un cas particulier de produit croise d'une 
variete riemannienne par le groupe engendre par une de ses isometries. Lorsqu'on fait le pro- 
duit croise par le groupe forme de tous les diffeomorphismes, le triplet spectral ainsi obtenu 
a encore un spectre de dimension discret et correspond a "la geometrie invariante sous les 
diffeomorphismes" |CM2 . 



On generalise alors le residu de Wodzicki de la maniere suivante. 
Definition 1.4.6 Pour tout entier k et tout b G B, nous definissons 



r k (b) = Res z k ( b (2z). (1.232) 

z=0 
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Dans le cas commutatif, les poles des fonctions ( sont simples et nous avons un seul residu 
t qui correspond au residu de Wodzicki. Puisque ce dernier est une trace sur l'algebre des 
operateurs pseudodifferentiels qui etend la trace de Dixmier, r est egalement une trace. 

Ce resultat se generalise dans le cas non commutatif ||UM1|| 

Proposition 1.4.9 Lorsque le spectre de dimension est simple, tq est une trace sur B. 

Lorsque certains de ces poles sont multiples, seul le residu d'ordre le plus eleve est une trace. 

1.4.3 Theoreme local de l'indice 

Nous allons exprimer le caractere de Chern associe au triplet spectral (A, H, V) a l'aide des 
residus introduits au cours de la section precedente. Plus precisement, nous allons donner 
un cocycle dans le bicomplexe (b, B) (cf Appendice C) dont la classe de cohomologie cyclique 
periodique nous donne le caractere de Chern. 

Si (A, H, V) est un triplet spectral pair de dimension n ayant un spectre de dimension 

discret, nous defmissons pour tout entier pair p compris entre et n des cochaines <p p sur 
^4®(p+i) par 

0oOo) = 7--i(7«o) (1.233) 
avec r_i(6) = Res2- 1 Tr(b|P|" 2z ) pour tout b E B et 

p (ao, ai, . . . , a p ) = 



S Mr«^(|fc| +p/2)r q ( 1 a (da 1 ) k ^ . . . (da p ) k ^\V\-( 2 ^) 

\k\<n-p,0<q<\k\+n/2 p ' 



ou <Tj(m) est defini par 

Vim + z) 



m—l 



r(i + z) 

et 



E VjMz j (1.234) 

3=0 



^ (h + + k 2 + l)...(k 1 + k 2 + ... + k p + P ) (L235) 

et ou k = (k\, . . . , k n ) est un multi-indice \k\ — ki + . . . + k n . De plus, nous designons par V la 
derivation definie par V(T) = [Z> 2 ,T] pour tout operateur borne T et T k = V fc (T). On a alors 
le resultat suivant ||CM1||. 



Theoreme 1.4.2 Soit (A,7i,V) un triplet spectral de dimension n paire admettant un spectre 
de dimension discret. Alors les formules precedentes definissent, pour tout entier pair p inferieur 
ou egal a n, des cocycles cycliques 4> p dans le bicomplexe (6, B) dont la classe de cohomologie 
est le caractere de Chern du triplet spectral (A, H, V) . 

II est remarquable que ces cocycles ne font intervenir qu'un nombre fini de residus r^. avec 
k < n, meme si le spectre de dimension a des poles d'ordre plus eleve. La demonstration de 
ce fait utilise des methodes tres similaires a celles du groupe de renormalisation (on utilise de 
fagon essentielle l'invariance sous la transformation T> — > XT>, avec A > 0) [ fJMl| . 

Theoreme 1.4.3 Soit e G Mn(A). Alors pour F = ^ on a 

Ind(eF + e)= ^ 1 ' \ J > m (e, . . . , e). (1.236) 

0<2m<n m - 
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Demonstration : 

Ce resultat n'a pas ete enonce dans [|CM1|| car il est une consequence directe du resultat 
precedent. Nous allons cependant en donner la preuve car nous l'utiliserons ulterieurement. 

Les cocycles P sont des cocycles dans le bicompelxe (b, B), c'est-a-dire qu'il verifient b(p p + 
B(f) p = pour p > et B(j) = 0. Pour passer du bicomplexe (6, B) au complexe (C\(A), b) de 
la cohomologie cyclique periodique (cf Appendice C), nous devons changer la normalisation des 
cochaines P — > (— l)[ p//2 lp!0 p . 

Nous pouvons alors utiliser les formules habituelles pour coupler les cochaines (— l)' p / 2 lp!0 p , 
avec p = 2m, au groupe K (A) pour obtenir (cf Appendice C) 

Ind(eF+e) = £ 1 ' J ' m (e, . . . , e). (1.237) 

0<2m<n 

□ 

II faut remarquer que toute la construction precedente suppose implicitement que le noyau 
de l'operateur de Dirac T> est nul, car sinon la notation \D\ Z n'a pas de sens pour z complexe. 
Dans le cas general, le noyau est un sous-espace de dimension finie et toutes les traces sont a 
prendre sur le supplement aire orthogonal de kerP. 

En dimension 4, ce theoreme fait intervenir trois cochaines, <fto, 02 et 04 qui verifient 

0o(e) - 20 2 (e, e, e) + 120 4 (e, e, e, e, e) G Z. (1.238) 

Dans le cas general, seul 04 peut etre relie directement au minorant de Paction de Yang-Mills 
que nous avons etudie (cf §1.3.4). Aussi nous ne pouvons pas prouver de la sorte la quantification 
de ce minorant en toute generalite. 

Toutefois, nous montrerons qu'un tel resultat peut aisement etre obtenu dans le cas du tore 
non commutatif, en verifiant que dans ce cas les cocycles 0o et 02 sont identiquement nuls. 

1.4.4 Theoreme de l'indice en dimension impaire 

De la meme maniere, on peut obtenir une formule locale du theoreme de l'indice pour un 
triplet spectral (^4, H, V) impair [|CM1|| . 

Comme dans le cas pair, nous definissons, pour tout entier p impair compris entre 1 et n, 
des cochaines P sur w 4.®(p +1 ) par 

p (a o ,ai, ...,a p ) = 

£ i^h a ^ q (\k\ +p/2)r q (a (da 1 ) k ' . . . (da p ) k »\V\-W k ^). (1.239) 

\k\<n-p,0<q<\k\+n/2 p ' 

A part <7j(m) qui est defini par 




(1.240) 



toutes les autres notations sont identiques a celles introduites au cours de la section precedente. 

Theoreme 1.4.4 Soit (A, TC, T>) un triplet spectral de dimension n impaire admettant un spec- 
tre de dimension discret. Alors les formules precedentes definissent des cocycles cycliques dans 
le bicomplexe (b, B) ayant la meme classe que le caractere de Chern. 
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En couplant ces cocycles au groupe Ki(A), on obtient la version impaire du theoreme de 
l'indice : 



Theoreme 1.4.5 Soitu G M N (A) un unitaire. Alors on a 

1 



Ind(PuP) 



'2m 



J2 (-lrmi ^u- 1 U.U- 1 ) , 



(1.241) 



0<2m+l<n 



2m fois 



avecP = |(1 +F) etF = V/\V\. 
Exemple 1.4.2 

L'exemple le plus simple est celui d'un triplet spectral de dimension 1. Dans ce cas, le seul 
cocycle non nul est 

0i(a o ,ai) = v^ResTr (a [V, a^V]- 1 - 22 ) . (1.242) 

z=0 \ ' 

Ce cocycle correspond directement a la classe de Hochschild du caractere de Chern. Meme si 
le spectre n'est pas simple, aucun des residus d'ordre plus eleve n'apparait dans la formule de 
l'indice. ■ 



Exemple 1.4.3 

En dimension 3, il y a deux cocycles qui sont non nuls. Le premier est donne par 



=0 3 (a o , ai,a 2 ,a 3 ) = ^-r (a [D, ai][X>, a 2 ][D, a 3 ]|P|" 
m i-2 v 

- K 1 (ao[D,a 1 ][D,a 2 ][V,a 3 ]\V\- 3 ) 



6 

et fait intervenir le residu d'ordre superieur. Le second cocycle est <f>i, donne par 

1 1 

0i(ai,a 2 ) = T (a [V,a l ]\V\- 1 )--T (a l [v 2 ,[V,a l ]]\V\- 3 ) 



'1m 



1 -t x (ai [V 2 , [V, ai]] \V\~ 3 ) + ir (a, 



1 
1 

3 



+ -a (/': 



V 2 



V 2 ,[V,a 1 ]]]\V\- 5 ) + -r 2 ( 



a i 



P 2 ,[P, 0l ]]] |I?|- 5 ) 
£> 2 , [£> 2 , [P,ai]]] |£>|~ 5 ) . 



Lorsque le spectre de dimension est simple, les residus T\ et r 2 sont nuls et le theoreme de 
l'indice nous donne 

Ind(PuP) = Tz{u\D,u- l \\V\- v ) - jT (u [V 2 , [V,u- l ]\ \V\- ?> ) 



+ —T~C) I U 

o 



W\ 



12 

Seul le dernier terme apparait dans l'etude de l'invariance de jauge de Taction de Chern-Simons, 
aussi le theoreme de l'indice ne nous permet-il pas de prouver en toute generality son integralite. 
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Avant de clore cette partie conscacree au theoreme de l'indice, signalons que le calcul de tous 
ces cocycles devient rapidement tres penible car il y a de plus en plus de termes. En particulier, 
lorsque le triplet spectral correspond a "la geometrie invariante sous les diffeomorphismes" 
|CM2|| , le classement de tous les termes obtenus fait apparaitre une algebre de Hopf H n . 

Cette algebre de Hopf, qui peut etre decrite de maniere diagrammatique a l'aide d'arbres 
dont on a isole un des sommets ("rooted trees"), semble devoir etre amenee a jouer un role 
central en geometrie non commutative et en theorie quantique des champs. En effet, cette 
algebre de Hopf apparait aussi dans la formule des forets, qui permet de resoudre le difficile 
probleme des divergences enchevetrees ||CK . 



Faute de temps, nous ne decrivons pas ces derniers developpements de la geometrie non 
commutative et de ses relations avec la theorie des champs. Nous renvoyons a Particle de 
Connes et Kreimer [|CK|| pour un expose complet ainsi qu'a |KrWl| , dans lequel nous proposons 
une modification du travail de Kreimer visant a tenir compte des divergences enchevetrees de 
maniere purement algebrique. 



Chapitre 2 

Classification des triplets spectraux 
finis 

2.1 Les axiomes de la geometrie non commutative finie 

2.1.1 Definition et premieres consequences 

Parmi tous les exemples d'espaces topologiques, les plus simples sont les espaces finis, munis 
de la topologie discrete. Du point de vue de la geometrie non commutative, nous devons rem- 
placer un espace par l'algebre des fonctions a valeurs complexes definies sur cet espace. Dans 
le cas d'un ensemble fini a N points, cette algebre n'est autre que l'algebre C N , ce qui nous 
amene a considerer des triplets spectraux construits avec une algebre A de dimension finie. 
Plus generalement, nous supposerons que l'espace de Hilbert Ti est de dimension finie, ce qui 
entraine que n(A) est de dimension finie meme si A est de dimension infinie. 

D' autre part, il est clair que dans le cas classique un espace fini correspond a une "variete 
de dimension 0". II semble done naturel de supposer que le triplet spectral correspondant soit 
de dimension au sens des axiomes precedents. 

Cependant, il y a eu, au cours de 1'histoire de la physique, de nombreuses tentatives d'ap- 
proximation de l'espace infini et continu par un espace fini et discret. Pour developper cette 
approche dans le cadre de la geometrie non commutative, il nous faut done approximer une 
variete de dimension n par un triplet spectral dont l'algebre est de dimension finie. Au niveau 
algebrique cette demarche fonctionne admirablement bien dans le cas de la sphere, dont l'algebre 
des coordonnees peut etre approximee par une suite croissante d'algebres de matrices qui fer- 
ment la " sphere non commutative" . 

Bien entendu, il ne peut y avoir de "saut" de la dimension : les triplet spectraux qui realisent 
1' approximation doivent etre des triplets spectraux de dimension n. Nous allons voir que cette 
condition cree, dans le cadre des triplets spectraux finis, une obstruction fondamentale a une 
telle approximation. Enoncons d'abord le resultat suivant. 

Proposition 2.1.1 II n'existe pas de triplet spectral de dimension d > construit a I 'aide d'un 
espace de Hilbert TL de dimension finie. 

Demonstration : 

La demonstration de ce resultat passe par deux etapes. Nous allons d'abord montrer que si 
un tel triplet spectral existait, son algebre serait une algebre de matrices. En effet, puisque 
l'algebre A n'intervient que par l'intermediaire de sa representation ir, nous pouvons, sans 
perte de generality, remplacer A par A/ J, ou J est le noyau de ir. L'algebre involutive A/ J 
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admet une representation fidele sur un espace de Hilbert de dimension finie, elle est done une 
somme directe d'algebres de matrices, comme cela decoule du resultat suivant. 

Proposition 2.1.2 Toute algebre involutive sur le corps des nombres complexes qui admet une 
representation involutive et fidele sur un espace de Hilbert de dimension finie est somme directe 
d'algebres de matrices. 

Nous supposerons done que A est une somme directe d'algebres de matrices a coefficients 
complexes, 

A=®M n .{C). (2.1) 
i=i 

D'apres l'axiome d' orientabilite, la chiralite, que nous notons x au neu de 7 dans le cas fini, 
doit etre construite a l'aide d'un cycle de Hochschild de dimension d a valeurs dans l'algebre 
A ® A op . Plus precisement, x doit etre de la forme 

X = ^(xAjnixDj- 1 [VMV})] - [vMvt)] (2-2) 

i 

ou Xi, x\ et y\ sont des elements de A tels que 

£ nixAjnix'^J- 1 <g> vr^ 1 ) <g> ... <g> n(yf) (2.3) 

i 

soit un cycle de Hochschild a valeurs dans A®A op . Pour simplifier nos notations, nous resumons 
la relation precedente par x = 7r(c), ou c designe un cycle de Hochschild. Or il est connu que 
rhomologie de Hochschild des algebres de matrices est triviale pour des cycles de dimension 
d > 0. Ce resultat s'etend sans difficulte aux sommes directes d'algebres de matrices ainsi qu'a 
l'homologie de Hochschild a valeurs dans A® A op ', puisque la structure de bimodule n'agit que 
sur le facteur A. Prendre le produit tensoriel avec A op equivaut done simplement a prendre un 
certain nombre de copies de l'homologie de Hochschild des algebres de matrices, qui est triviale 
en dimension d > 0. Par consequent, c est en realite un bord, ce qui mene a une contradiction. 
En effet, l'application 

(x,y , ....,y d ) E A d+2 » Tr (xJ^)J'Myo) [V,n(Yi)] - PMYd)]) , (2.4) 

ou Tr designe la trace ordinaire est un cocyle de Hochschild. La verification de ce resultat est 
en tout point analogue a la demonstration que nous avons donnee dans le chapitre precedent, 
car le terme Ji\{x )J~ l est central et ne joue aucun role. Lorsque nous evaluons un cocycle de 
Hochschild sur un cobord, nous trouvons 0, et done 

dimft = Tr(l) = Tr( X 2 ) = Tr( X 7r(c)) = 0, (2.5) 

ce qui est evidemment inacceptable. Ainsi, les triplets spectraux finis decrivent des espaces non 
commutatifs finis, et les axiomes correspondants sont obtenus en prenant la dimension egale a 
0. □ 



Parallelement, peut-on concevoir des triplets spectraux de dimension avec une algebre 
et/ou un espace de Hilbert de dimension infinie? A priori, cela est possible et un tel triplet 
spectral pourrait decrire un espace non commutatif discret forme d'un nombre infini de "points" . 
Cependant, cette notion est relativement peu naturelle car la plupart des axiomes ont une forme 
degeneree lorsque d — 0. Par exemple, si l'espace de Hilbert est de dimension infinie, l'operateur 
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de Dirac admet une infinite de valeurs propres non nulles A n , que Ton range dans le sens des 
modules croissants. Dans ce cas, l'axiome de dimension nous impose, en dimension d, d'avoir 
|A n | _1 = 0(n~ l l d ). Lorsque d — > 0, cela signifie que la suite |A n | doit croitre plus vite que 
n'importe quelle suite n a pour n — > +oo. Cela nous amene a choisir un operateur de Dirac 
dont les valeurs propres ont une croissance de type exponentielle, ce qui n'est pas tres naturel 
pour un operateur devant jouer le role de la derivation pour un espace discret, car cela exclut, 
par exemple, de construire un espace discret comme une somme infinie d'espace finis, avec 
un operateur de Dirac qui est lui-meme une somme directe de matrices, et done un operateur 
borne. Quoi qu'il en soit, nous ne considererons que des espace finis, et nous supposerons done 
que l'algebre A et l'espace de Hilbert 7i sont de dimension finie. Tout ceci motive la definition 
suivante. 

Definition 2.1.1 Un triplet spectral fini est un triplet spectral (A,7i,V) de dimension tel 
que A etTi soient de dimension finie. 

Dans ce cas, puisque Ti est de dimension finie et que A est une somme directe d'algebres 
de matrices, il est clair que la plupart des axiomes de la geometrie non commutative se sim- 
plifie grandement. En particulier, tous les axiomes relatifs a l'analyse fonctionnelle (dimension, 
regularity et finitude) sont verifies. De plus, les trois autres axiomes (premier ordre, orientabilite, 
dualite de Poincare et realite) prennent une forme si simple qu'il est possible d'en donner la 
solution generale explicitement. Supposons done donne un triplet spectral fini (A,T-C,V) ainsi 
que, puisque la dimension est paire, un operateur de chiralite \- Bien entendu, nous supposons 
que l'algebre A et sa representation sont lineaires sur C. L'etude du cas reel se faisant de la 
meme maniere mais necessitant des notations plus encombrantes, nous la renvoyons a la derniere 
partie de ce chapitre. 



La plupart de resultats que nous allons exposer dans la suite se trouvent dans ||Krl|| et |PS1|| . 



2.1.2 Realite 

Pour pouvoir formuler l'analogue de la dualite de Poincare en geometrie non commutative, 
il nous faut remplacer la structure de module de l'espace de Hilbert 7i sur l'algebre A par une 
structure de bimodule. En effet, dans le cas commutatif, peut importe que nous multipliions les 
spineurs a droite ou a gauche par des fonctions, car nous obtenons toujours le meme resultat. 
En geometrie non commutative, cela a une certaine importance et nous devrons supposer que 
les multiplications a droite et a gauche sont des operations qui commutent entre elles. En 
d'autres termes, l'espace de Hilbert doit etre un bimodule sur l'algebre, ce qui s'etait deja avere 
necessaire lors de la construction du modele standard en geometrie non commutative [CD] pour 
pouvoir introduire les interactions fortes. 

Cependant cette structure de bimodule n'est pas quelconque et nous supposons qu'il existe 
un operateur J permettant de relier Taction a droite a Taction a gauche qui est simplement 
donnee par la representation n. 

Axiome de realite (dimension 0) II existe un operateur J qui est une involution antiunitaire 
sur Ti(i.e. J* = J^ 1 = J) qui commute avec x e ^ ^ e ^ e Q ue , pour tout x,y G A, on ait 
[n(x),Jn(y)J- 1 ] = 0. 

Nous avons obtenu cet axiome a partir de l'axiome plus general, valable en dimension d, 
simplement en faisant d = 0. II n'y a done, au niveau de la structure reelle, aucune subtilite 
particuliere de la dimension 0. Dans le cas du modele standard, cet operateur n'est autre que 
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l'operateur antilineaire qui echange particules et antiparticules, c'est pourquoi J est appele, en 
general, la conjugaison de charge. 

En utilisant la conjugaison de charge, nous pouvons definir sur Ti une structure de bimodule. 
L'action a gauche est donnee par 

(x,V) G A x Ti i-> x^ = n(x)V, (2.6) 

tandis que Faction a droite est 

NeHxin jTi(y*)J- 1 ^. (2.7) 

Cela definit sur Ti une structure de (A, -4)-bimodule ou, de fagon equivalente, une structure 
de (A <S> -4° p )-module. Ceci se verifie aisement car, du fait de l'introduction de l'involution *, 
nous definissons bien une action a droite, qui commute avec l'action a gauche donnee par la 
representation ix du fait de la relation [n(x), jTi{y)3~ x \ = pour tout x,y G A. 

Sur un plan plus mathematique, J est tres voisin de l'involution de Tomita-Takesaki (cf 
Appendice A) car cet operateur permet de relier, par conjugaison, l'algebre vr(^4) et son corn- 
mutant n(A)', puisque, suite a l'axiome de realite, on a Jn(A)J~ 1 C n(A)'. Cependant, nous 
n'avons pas en general l'egalite car il n'y a pas toujours de vecteur cyclique et separateur. 

Malgre tout, dans les cas les plus simples, la conjugaison de charge est exactement l'operateur 
de Tomita-Takesaki. Par exemple, si nous choisissons A = M n (C), agissant sur Ti = M n (C) par 
simple multiplication a droite, nous pouvons prendre J{^>) = ^* pour tout \I> G Ti, car \1> est 
une matrice nxn. II est facile de verifier que l'axiome de realite est satisfait. Pour demontrer que 
J est l'operateur de Tomita-Takesaki, nous devons construire un vecteur cyclique et separateur 
\l/o- Nous prenons \I/o = I n (matrice identite nxn), ce qui nous assure que \l/o est cyclique puisque 
ir(A)^o = M n (C) = Ti et clairement separateur. Dans ce cas, l'operateur qui transforme, pour 
tout x G A, le vecteur \1/ = x^q en le vecteur x*^ = ^* definit un operateur de Tomita- 
Takesaki qui n'est autre que la conjugaison de charge J . Ceci peut se generaliser a des triplets 
spectraux finis plus compliques, mais si nous prenons A = M n (C) agissant par multiplication a 
gauche sur M n (C) <S> C m , ou les elements de C m sont laisses invariants, il n'existe pas de vecteur 
cyclique, done pas d'operateur de Tomita-Takesaki. Cependant, nous pouvons construire une 
conjugaison de charge J, qui est egale a l'involution de Tomita-Takesaki sur les differentes 
composantes. 

Enfin, signalons que nous avons enonce l'axiome de realite dans le cas non commutatif. La 
version commutative de cet axiome stipule simplement qu'il existe une involution antilineaire 
J telle que 7r(x) = Jk{x)J~ x pour x G C N . Un tel operateur peut facilement etre construit 
en choisissant simplement pour J l'operateur qui prend le conjugue complexe des composantes 
des vecteurs de Ti, dans n'importe quelle base orthonormale. On peut considerer un triplet 
spectral fini avec l'algebre commutative A = C N soit comme un triplet spectral commutatif, 
e'est-a-dire que l'on suppose que J satisfait a la definition precedente, soit comme un triplet 
spectral non commutatif en imposant simplement l'axiome de realite. II est evident que la 
premiere condition est nettement plus restrictive que la seconde, et nous verrons au cours de 
ce chapitre que l'axiome commutatif ne permet pas, pour un triplet spectral fini, de construire 
des geometries interessantes. 

2.1.3 Orientabilite 

Dans le cas general, l'axiome d'orientabilite nous assure de l'existence de l'analogue non 
commutatif de la notion de forme volume. Etant donne que, dans le cas commutatif, les 
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formes differentielles sont en tout point analogues aux cycles de Hochschild represented comme 
operateurs sur TC, il est naturel d'imposer que la forme volume so it, en dimension d, un cycle de 
Hochschild d'ordre d. Le role de la forme volume est joue par l'operateur x et nous supposons 
done, en dimension 0, que x es ^ un cycle d'ordre 0, e'est-a-dire que Ton a x — n ( x ) pour un 
certain x G A. 

Cependant, cette construction est trop restrictive et n'est pas verifiee par le modele standard. 
C'est pourquoi on suppose que x es ^ l'image d'un cycle a valeurs dans le bimodule M. = A®A op , 
dont la structure de bimodule est donnee par 

y(x <S> x')y' = yxy' <S> x', (2.8) 

pour tout y,y' G A et x®x' G A®A op . Un element x®y de M. est represents comme operateur 
sur H par 

ir(x®y) = it{x)Jix{y)J- 1 . (2.9) 
L'axiome d'orientabilite se formule done, en dimension 0, comme suit. 

Axiome d'orientabilite (dimension 0) L'operateur x P eu t e£re ecrit sous la forme x — 
Y.i^{x i )jTi(y, i )J- 1 avec x^yi G A. 

Dans le cas du modele standard, x es ^ simplement un operateur qui prend la valeur 1 pour 
les fermions droits et -1 pour les fermions gauches, c'est pourquoi on l'appelle, en general, la 
chiralite. 

Cet axiome permet, comme nous allons le voir plus en detail, d'eliminer beaucoup de pos- 
sibilites. En particulier, nous ne pouvons pas construire un operateur de Dirac non trivial 
avec une algebre simple M n (c). De meme, si nous considerons un triplet spectral fini avec une 
algebre commutative A = C N , satisfaisant a l'axiome de realite commutatif, alors on a x — ^(z) 
avec z G A. Nous verrons egalement que cette derniere relation interdit la construction d'un 
operateur de Dirac non nul. 

2.1.4 Dualite de Poincare 

Pour une variete compacte de dimension n, il existe un isomorphisme, non canonique si 
on ne choisit pas une metrique, entre les groupes de cohomologie d'ordre p et d'ordre n — p. 
L'existence de cet isomorphisme equivaut a dire que l'application bilineaire 

(/,<7)- / /Afl, (2.10) 

est non degeneree. 

Pour formuler cela en geometrie non commutative, on introduit en general le caractere de 
Chern qui definit un isomorphisme entre les groupes de cohomologie de de Rham et les groupes 
de K-theorie. Ainsi, la forme bilineaire precedente est definie sur le groupe A* (.4.) et est appellee 
forme d'intersection. 

Avant de donner une definition plus precise de la forme d'intersection, rappellons rapidement 
quelques elements de K-theorie (cf Appendice B). Tout d'abord, grace a la periodicite de Bott, 
les seuls groupes qui intervienennt dans la pratique sont les groupes Kq{A) et K\(A). Rappelons 
aussi, que pour les algebres de matrices , on a A (M n (c)) = Z et Ai(M n (c)) = 0. On en deduit 
que si A est somme directe de iV algebres de matrices, on a K (A) = I, N et Ki(A) = 0. 

Les generateurs du groupe abelien K (A) sont donnes par les projections hermitiennes 
minimales non nulles de A. Un projection est minimale si elle ne peut etre ecrite comme une 
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somme directe de plusieures autres projections. Par consequent, pour chaque facteur simple, 
nous deflnissons la projection pi dont toutes les composantes sont nulles a l'exception de la i- 
eme, qui est une projection de rang 1 dans M n .(C). Les projections (pi)i<i<N sont bien entendu 
lineairement independantes et minimales ; elle forment done un systeme de generateurs de 

MA)- 

Pour formuler la dualite de Poincare dans le cas des triplets spectraux finis, nous devons 
calculer la forme d'intersection fl dans ce cas particulier. Plus precisement, puisque fl est 
une forme Z-bilineaire sur K (A) x K Q (A), nous devons determiner ses elements de matrice 
Hij = (~^{pi,Pj)- Pour cela, partons de la definition generate de la forme d'intersection comme le 
couplage entre deux projections hermitiennes e et / par 1' intermediate de l'indice de l'operateur 
de Dirac, 



n(e,/) =Ind 



^e)Jn(i)J- 1 l ~^V l -±* ^e)J^i)J- 1 



(2.11) 



En dimension finie, si O est une application lineaire d'un espace de dimension p dans un espace 
de dimension q, son indice est 



Ind O = dim ker O — dim ker O* 

= p — dim Im O — (q — dim Im O* 
= p-q- 



(2.12) 
(2.13) 
(2.14) 



L'indice est done simplement la difference de dimension entre les espaces de depart et d'arrivee. 
Par consequent on a 



fl(e, /) = dim 
—dim 



i+x 



7T(e) l 77T(f) l 7- 1 H 



Les operateurs 



n(e)Jn(f)J 



-i 



(2.15) 



(2.16) 



sont des projections et la dimension de leur image est simplement donnee par leur trace. D'ou 



n(e,/) 



Tr 



1 + X 



n{e)Jn{i)J- 1 



-Tr 



i-x 



7r(e) l 7vr(f) l 7- 1 



Tr (x^J^J- 1 ) , 



et 



r\j = Tr (x7r(p it 77r(p j ).7- 1 )) , 



(2.17) 
(2.18) 

(2.19) 



ce qui nous donne la matrice de la forme d'intersection dans la base (pi)i<i<jv- Nous pouvons 
formuler la dualite de Poincare en dimension comme suit. 

Dualite de Poincare (dimension 0) La matrice definie par = Tr [x (7r(pi) l 77r(pj)j7" _1 )] 
a un determinant non nul, ou pi e M ni (c) sont des projections autoadjointes de rang minimal 
de M ni (C). 

Cette definition ne depend pas du choix des projections de base (pi)i<i<N, car si (qi)i<i<N 
est un autre systeme de generateurs de K (A), alors il existe une matrice M G M N (Z) de 
determinant 1, permettant de passer d'un systeme a l'autre. 
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2.1.5 Condition d'ordre un 

Au cours du chapitre consacre aux axiomes de la geometrie non commutative, nous avons 
formule la notion d'operateur differentiel en termes purement algebriques. Rappelons qu'en 
geometrie different ielle ordinaire, l'operateur de Dirac est un operateur differentiel du premier 
ordre. Ceci signifie que, en coordonnees locales, il ne contient que des derivees du premier 
ordre par rapport a ces coordonnees. Par consequent, si on ecrit T> sous la forme i^f^d^, alors 
pour toute fonction /, on a [D, /] = ry M <9 M /, qui est un operateur differentiel d'ordre car il 
ne contient plus d'operation de derivation. De ce fait, [D, f] est simplement un operateur de 
multiplication par une certaine matrice et il satisfait a 

[[VJ],g]=0 (2.20) 

pour toute fonction g. Ceci caracterise de fagon purement algebrique les operateurs differentiels 
d'ordre au plus 1, mais ne peut etre generalise a la geometrie non commutative de maniere 
directe. En effet, nous avons suppose que l'operateur [D, /] commute avec la multiplication par 
la fonction g ce qui n'est assurement pas le cas si l'algebre des coordonnees est non commutative. 

Par exemple, considerons l'algebre A = M n (c) representee sur l'espace Ti = C n . Soit V G 
M n (c) une matrice hermitienne, l'operateur d defini pour x G A par d(x) = [D,x] est une 
derivation de l'algebre A et generalise de maniere naturelle la notion de differentiation des 



fonctions. Cependant, la condition (|2.20|) n'est pas satisfaite, puisque 



[[V, x],y) + [x, [V, y}} = [V, [x, y}} + 0, (2.21) 

en general. 

La generalisation de ( |2.20| ) utilise la structure de bimodule de 7i. En fait, si Ai et M sont 



deux (A, S)-bimodules, oh A et B sont deux algebres, une application lineaire V de M. dans 
M est un operateur du premier ordre si elle verifie 

V(x^y) = xVfify) + V(x^)y - xV(W)y, (2.22) 

pour tout ^ G M., tout x G A et tout y G B. Cette notion d'operateur differentiel du premier 
ordre a ete developpee dans |L)uM| , ou on pourra aussi trouver la generalisation de la notion 



de symbole d'un operateur differentiel en geometrie non commutative. 

Appliquons cela a l'operateur de Dirac. V : Ti — > 7i est un operateur du premier ordre 
pour la structure de bimodule definie sur Ti par l'axiome de realite si et seulement si, pour tout 
G Ti et tout x, y G A on a 

V{>K{x)*J<K{y)J- 1 ) = n(x) V (Jn(y)J- 1 ^) 

+j7i(y)J- 1 V(7i{x)^)-7i(x)j7i{y)J- 1 V^) , (2.23) 
Ceci peut etre reformule de la maniere suivante. 

Condition d'ordre un L'operateur de Dirac satisfait a [[D, tt(x)] , J'^{y)J^ 1 } = pour tout 
x,y G A. 

Une premiere consequence de cet axiome est la nullite de l'operateur de Dirac pour un 
triplet spectral fini commutatif. Par commutatif, nous sous-entendons bien entendu le choix 
de l'algebre commutative A = C N , mais nous supposons aussi que l'axiome de realite, dans 
sa version commutative, est satisfait, c'est-a-dire que Jn(x)J~ l = n(x) pour tout x G A. 
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Dans ce cas, nous avons vu que l'axiome d'orientabilite implique l'existence d'un x G A tel que 
X = 7r(x). Etant donne que xD + T>x = 0, on trouve en appliquant la condition du premier 
ordre avec y — x, 

[[V, 7t{x)} , 7t(x)} = [[V, x ] , x ] = 4P = 0. (2.24) 

Par consequent, l'operateur de Dirac est identiquement nul et il n'y a pas de geometrie commu- 
tative interessante en dimension 0, ce qui est tout-a-fait coherent avec les principes generaux de 
la geometrie, car un espace de dimension est un ensemble fini de points independants, et il ne 
peut par consequent y avoir de notions non triviales de distance ou de formes different ielles. Par 
contre, meme avec une algebre commutative, on peut construire des exemples de geometries 
non commutatives finies assez riches si on impose l'axiome de realite dans sa forme la plus 
generale. 



2.1.6 ^-realite 



Les quatre derniers axiomes defmissent les triplets spectraux finis. Cependant, il apparait 
que le triplet spectral du modele standard satisfait a une condition supplement aire appellee 
S°-realite. Cette condition peut etre considered comme un cinquieme axiome, qui impose une 



contrainte supplementaire a la conjugaison de charge J ||C6j . 

Definition 2.1.2 Un triplet spectral est S°-reel s'il existe une involution hermitienne e qui 
commute avec tt(A), x e fD et anticommute avec J . 

Etant donne que les operateurs e et x son t hermitiens, de carre 1 et commutent entre eux, 
on peut les diagonaliser simultanement dans une base orthogonale. Leurs valeurs propres sont 
±1 et l'espace de Hilbert s'ecrit comme une somme directe, 



n = ni®Hi®nt®n: 



(2.25) 



oil l'indice haut (resp. bas) correspond a la valeur propre de e (resp. x)- Dans chacun de ces 
sous-espaces , on peut trouver une base de telle maniere que l'operateur J corresponde a la 
matrice suivante, composee par la conjugaison complexe C des composantes des vecteurs, 



J 



( 










\ 











In. 

















V o 


In- 








/ 



c. 



(2.26) 



Dans la relation precedente, les entiers n + (resp. n_) designent les dimensions communes des 
sous-espaces et TCt (resp. TC+ et Tit), l'egalite des dimensions de ces sous-espaces provenant 
de la relation J 2 = 1. 

Dans cette meme base, l'operateur de Dirac s'ecrit 



V 



( 


M 





°\ 


M* 




















M 


V o 





M* 


J 



(2.27) 



ou M est une matrice complexe n + x n_. La representation 7r est diagonale par blocs et on a 

(2.28) 



7i = diag (vr^, 7r + , n't, ti_ 



2.2. SOLUTION GENERALE 
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ce qui nous permet de reecrire l'axiome de realite et la condition de premier ordre sous la forme 



n + (a), 7rj:(2/)] = 0, 
irt(x),WZ(y)] = 0, 
(Mti-(x) - 7r+(a;)M) TzZ(y) = 7f + (y) (Mtt-(x) 



— 7r^(a; 



)M). 



(2.29) 
(2.30) 
(2.31) 



En general, l'axiome de S^-realite stipule simplement que la structure de bimodule est deja 
comprise dans la representation it. En effet, grace a l'operateur e, l'espace de Hilbert peut etre 
ecrit comme une somme directe de deux sous-espaces, H\ © T~C+ et HZ © HZ et l'operateur 
antiunitaire J ne fait qu'echanger ces sous-espaces. 



2.2 Solution generale 

2.2.1 La matrice de multiplicity 

Les axiomes que nous venons de donner sont si simples qu'il est possible de determiner 
explicitement tous les triplets spectraux finis. Nous allons commencer par etudier la structure 
de bimodule sous-jacente. 

Dans le cas general, soit H un espace de Hilbert de dimension finie muni d'une structure de 
(A, £>)-bimodule sur deux algebres involutives A et B sur le corps C. Etant donne que ces deux 
algebres involutives sont representees en tant qu'operateurs sur H, elles peuvent etre ecrites 
comme sommes directes d'algebres de matrices a coefficients complexes, 

A = © M Pi (c), B=® M qi (c). (2.32) 

i=l i=l 

A l'aide de cette structure de bimodule, nous defmissons deux applications n L et ir R de A et B 
dans l'algebre des operateurs sur H par 

7T L {x)y = et vr R (y)^ = %* (2.33) 

pour x G A, y G B et ^ e Ti. II est facile de voir que n L est une representation de A, 
que l'on decompose en somme directe de representations irreductibles. Dans une certaine base 
orthonormale de Ti, on a 

7i{x) = © x p ® I mp , (2.34) 
p=i 

avec x = (ic p )i<p<p et x p G M np (c) et ou les multiplicites m 8 sont des entiers positifs. Cela nous 
amene a ecrire l'espace Ti sous la forme d'une somme directe 

H= © H p , (2.35) 
p=i 

ou Hp est isomorphe a C np © C mp . 

L'application x G B i— > n R (x) satisfait a tous les axiomes relatifs aux representations 
d'algebres, a l'exception de la linearite qui est remplacee par 71r(\x) = \tir(x) pour tout 
x G B et A G C. II decoule de la structure de bimodule que les applications n L (x) et ir R (y) 
commutent pour tout x G A et y G B, ce qui prouve que H p est stable par n R (y). Nous pouvons 
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alors decomposer la restriction a 7i p de iir en representations irreductibles. Compte tenu de la 
relation de commutation, on a 

7T R (y) = © In p ®Im pq ®y q i (2.36) 
9=1 

pour la restriction de 71l(v) a 7i p . Les multiplicites m pq sont des entiers positifs ou nuls et, par 
convention, I m n'apparait pas dans la decomposition si m = 0. De fagon generale, l'espace de 
Hilbert s'ecrit comme une somme directe de sous-espaces deux a deux orthogonaux, 

H = © H pq , H pq = C p © c m ** © C q . (2.37) 
p,g 

De plus, dans une certaine base orthogonale de TC compatible avec cette decomposition, les 
applications hl et tcr sont donnees par 

n L (x) = © x p (g)I mpq ®I n (2.38) 
p,q 

rt R (y) = © I np ®I mpq ®y q . (2.39) 

p,q 

La structure de bimodule de TC est done donnee, a une equivalence unitaire pres, par une matrice 
P xQ a coeffcients entiers. Reciproquement, tout (A, £>)-bimodule peut etre reconstruit a l'aide 
d'une matrice PxQ grace aux formules precedentes. Bien entendu, nous supposons qu'une telle 
matrice ne contient pas de ligne ou de colonne identiquement nulle, car sinon un des facteurs 
ne serait pas represente. Ceci peut etre resume de la maniere suivante : 

Proposition 2.2.1 Soient A et E deux algebres sommes directes de respectivement p et q 
algebres de matrices. Alors, tout (A, B) -bimodule est determine, d une equivalence unitaire 
pres, par sa matrice de multiplicite m G M Ptq (N). 

Ayant caracterise les bimodules a l'aide de matrices a coeffcients entiers et positifs, nous 
pouvons nous demander a quelles operations sur les bimodules correspondent les operations 
habituelles sur les matrices. Par exemple, si M. et Af sont des (^4, £>)-bimodules de matrices de 
multiplicite M et N, alors la somme directe M. ffi N est un (^4, £>)-bimodule dont la matrice de 
multiplicite est M + N. De meme, en echangeant les actions a droite et a gauche, M. est muni 
d'une structure de (£>, ^4)-bimodule dont la matrice de multiplicite est la transposee de M. 

L'analogue du produit de matrice est plus complique et s'obtient en considerant des produits 
tensoriels. 

Proposition 2.2.2 Soient A, B et C trois algebres, M. un {A, B) -bimodule et Af un (B,C)- 
bimodule. Alors A4 %A/" est un (A, C) -bimodule. 

Passant aux matrices de multiplicite, on obtient aisement le resultat suivant. 

Proposition 2.2.3 Soient A, B et C trois algebres sommes directes d'algebres de matrices, 
KA un (A, B) -bimodule de matrice de multiplicite m et Af un (B,C) -bimodule de matrice de 
multiplicite n. Alors la matrice de multiplicite de A4 ©# Af est le produit mn. 

En dimension infinie, lorsque les algebres A, B et C sont des algebres de von Neumann, 
cette operation joue un role important et est connue sous le nom de "fusion" ou "composition 
des correspondances" fJ|. 
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2.2.2 Operateurs du premier ordre 

Nous avons vu que l'operateur de Dirac est un operateur du premier ordre pour la struc- 
ture de bimodule donnee par l'axiome de realite. Avant d'etudier en detail les proprietes de 
l'operateur de Dirac, considerons un (A, £>)-bimodule TC, ou A et B sont deux algebres involu- 
tives que nous supposons etre des sommes directes d'algebres de matrices. 

Un operateur £ (resp. TZ) de TC dans lui-meme est dit lineaire a gauche (resp. lineaire a 
droite) si pour tout ^ G Ti et tout x G A on a £(x^) = xCi^f) (resp. TZ(^y) = lZ(^)y pour 
y G B). Dans ce cas, V = C + TZ est un operateur du premier ordre, car on a 

V(x^y) = C(x^y) +TZ(x^y), 
= xC(^y) + TZ(x^)y, 
= x [£(%) + K(Vy)] + [K(xV) + £(x^)} y 

- [xK{^y) + C(x^)y\ , (2.40) 



ce qui se reecrit 



puisque 



V(x^y) = xV(^y) + V(x^)y - xV(^)y, (2.41) 



xTZ^y) + £(x^)y = xTZ(^)y + xC(^)y = xV(^)y. (2.42) 

Cette demonstration prouve que la somme d'un operateur lineaire a gauche et d'un operateur 
lineaire a droite, est un operateur du premier ordre. De plus, nous n'avons utilise que les 
proprietes algebriques des bimodules, ce qui montre que cette demonstration reste valable en 
dimension infinie. 

Cependant, en dimension finie, on peut prouver la reciproque. 

Proposition 2.2.4 Soient A et B deux algebres sommes directes d'algebres de matrices et TC 
un [A, B)-bimodule de dimension finie. Alors tout operateur du premier ordre sur TC est somme 
directe d'un operateur lineaire a droite et d'un operateur lineaire a gauche. 

Demonstration : 

En dimension finie, nous avons montre que la structure de bimodule est donne par la matrice 
de multiplicity Avec les notations de la section precedente, TC peut etre decompose en somme 
directe, 

TC = © Tipg. (2.43) 

p,i 

Si on note l p (resp. l q ) l'element de A (resp. de B) dont toutes les composantes sont nulles 
a l'exception de la p-ieme (resp g-ieme) qui est egale a la matrice unite, alors l'operateur de 
projection sur TC pq est, avec les notations du paragraphe precedent, egal a 7iL(l p )n R (l q ). 
La condition du premier ordre ( |2.41D se reecrit 



Vii L (x)it R (y) = 7r L (x)Vn R (y) + Tt R (y)V7r L (x) - rt L (x)n R (y)V, (2.44) 
ou de maniere equivalente, 

[[V,ir L (x)],n R (y)] = 0, (2.45) 

avec x G A et y G B. Appliquons cela a x = l r et y = l s et multiplions a droite par 7ri,(l r )7rR(l s ) 
et a gauche par TtL{l p )ir R {l q ). Nous obtenons la relation 

V r p s q = 5 pr V r pq + 5 qs V T pq - 5 pr 8 qs T> r p s q , (2.46) 
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oil nous avons introduit les elements de matrice de l'operateur de Dirac, definis par 

V r p s q = 7^(1^(1,) V 7rx(l r )7r fl (l s ). (2.47) 

La condition ( |2.46| ) nous montre que V pq = sauf si p = r ou q = s. Nous pouvons done 
reecrire T> sous la forme 



V = Y V rs + Y V rs + V V rs . 

pq ' Z-^i pq 1 Z-^i pq 

p=r,q^s p^r,q=s p=r,q=s 



(2.48) 



En utilisant les decompostions de n L et de n R introduites au cours du paragraphe precedent, 
la condition du premier ordre est equivalente aux relations 



(x p ® I pq <g> I nq ) V p / q = V p / q (x p ® I ps <g> J n J 



si p = r et g 7^ s, ainsi que 



si p 7^ r et g = s. 

Cela prouve que l'operateur 

£ ^ 

commute avec n L et que 

£ k 

P ^T,q=S 

commutent avec 7Tr. Si q = s et p 7^ r, on obtient 



rs 
pq 



rs 
pq 



V P p q v Xp®I pq ®I nq 



, In p ® Ipq ® V q 



0. 



La solution de cette equation est 



m = Kq ® J n 9 + 4 P ® N t 



pq- 



avec M P q e M mpqnp (c) et N e M„ 



pq 1 b q y 

(4 9 ,-P»i<^<n2-i) est une base de M„ p (c) (resp. M„ 9 (<C)), on peut ecrire 



quelconques. En effet, si (I np ,E a )i 



<a<nl-l 



®N pq + Y.E a ®M a p®F ! . 



Pi 



(2.49) 
(2.50) 

(2.51) 
(2.52) 

(2.53) 

(2.54) 
(resp. 

(2.55) 



a,/3 



et on montre facilement, en raisonnant par l'absurde, que les matrices M a p sont nulles. Cela 
prouve que 

£ Z£= £ M pq ®I nq + £ In p ®N pq . (2.56) 

p=r,q=s p=r,q=s p=r,q=s 

est somme d'un operateur qui commute avec n L et d'un operateur qui commute avce tc r . 

□ 



Cette demonstration se base uniquement sur la semi-simplicite des algebres A et B et sur 
la finitude de la dimension du bimodule. Elle est done appliquable dans un cadre tres general, 
mais il est facile de voir que si la dimension est infinie, il existe des operateurs du premier ordre 
qui ne sont pas de cette forme. Par exemple, dans le cas d'une variete, un operateur differentiel 
du premier ordre ne commute pas avec toutes les fonctions et ne peut done etre ecrit sous cette 
forme. 
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2.2.3 La conjugaison de charge 

Etant donne un (A, „4.)-bimodule H de matrice de multiplicite m, il est interessant de se 
demander dans quel cas on peut passer de Paction a gauche a Paction a droite par P operateur de 
conjugaison de charge introduit par Paxiome de realite. De plus, nous pouvons nous demander, 
lorsqu'un tel operateur existe, s'il est unique ou s'il y a plusieurs possibilites. Dans ce chapitre, 
nous considerons un (.4, ^4.)-bimodule H, de matrice de multiplicite m et nous utilisons les lettres 
i, j, k, ... pour reperer les facteurs simples de A. La reponse aux deux questions precedentes 
est donnee par la proposition suivante. 

Proposition 2.2.5 Un bimodule sur A correspond a un triplet spectral fini si et seulement si 
sa matrice de multiplicite est symetrique. Dans ce cas, V operateur J tel que n R = Jt^lJ 1 est 
unique a une conjugaison par un unitaire pres. 

Demonstration : 

Supposons tout d'abord que J existe. L'action de J sur ijj G H peut etre ecrite, dans n'importe 
quelle base, sous la forme Jip = Kip, ou K est une matrice. J est une involution antiunitaire 
si et seulement si KK = KK* = 1. Puisque Pon doit avoir 

7v L (x) = © Xi © I mij © I nj , (2.57) 
hi 

n R (y) = JnMJ- 1 = © I ni ® Im l3 © Vj, (2.58) 
pour tous x, y G A, nous avons aussi 

! Xi © I mij ®I n ^J = (®. In t ® I mi] ® x}j K, (2.59) 

pour tout x, y G A. Par consequent, K {®jHij) C ®jHji, et puisque K~ l = K* , K(Hij) = Hji. 
C'est pourquoi les dimensions de Hij et Hji sont egales, ou de maniere equivalente, la matrice 
de multiplicite m est symetrique : m^- = rriji. 

Notons Kij : Hij — > Hji la restriction de K. Elle doit satisfaire aux relations 

Kij (xi © I mi] © J n J = (l ni © I mij © Xj) K^, (2.60) 
KijKfj = KijKTj = 1. (2.61) 

Par consequent, si e° © i/ifj © est une base de Hij = C™ 1 © C miJ © C nj , on a 

^•(<©^-©e5) = e$®L^®e?. (2.62) 
LijL* 3 = 1. (2.63) 

Si « 7^ j, les espaces Hij et 7ijj sont distincts et il est toujours possible, dans une base or- 
thonormale convenable (ipij)i< p < mij , d'avoir Lijipfj = tp^. Lorsque % = j, La est unitaire et nous 
pouvons trouver une base orthonormale telle que L^Vm = e "^Vfi> avec 4% e K - Cependant, 
puisque J est antilineaire, 

J (e 1 ^! 2 © Vfi © efj = e"^ 2 AT (e? © ^ © e, b ) , (2.64) 

= e-^/ 2 ^©L^©e 4 b , (2.65) 
= e +i < /2 e?©^©4 (2.66) 
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ce qui nous permet de faire disparaitre les phases si on fait la substitution ipfj — > e^^ipfj. Par 
consequent, Taction de J est simplement 

J (el ® ^ ® e$) = e* ® % ® e», (2.67) 

dans tous les cas. 

Reciproquement, si la matrice de multiplicite m est symetrique, il est possible de definir J 
de cette fagon et il est clair qu'un tel operateur satisfait a tous les contraintes imposees a la 
conjugaison de charge. □ 



2.2.4 La chiralite 

D'apres l'axiome d'orientabilite, la chiralite x commute avec tt(A) et J^ii(A)^T~ l , et est 
hermitienne, ce qui nous permet de l'ecrire sous la forme 

X = ®In i ®Xij®In r (2-68) 

y 

Puisque x — J2 P ' n '(x p )J'7i(y p )J'^ 1 , avec x p ,y p G A, Xij es ^ une matrice scalaire. De plus Xij — 
±1 car x 2 — 1- [Xi 3\ — entraine la relation de symetrie Xij — Xji- 

Toute l'information contenue dans les matrices Xij m ij peut etre integree dans une matrice 
de multiplicite a coefficients non necessairement positifs fj, G Mat(z) definie par 

IHj = Xij m iy ( 2 -69) 
Nous retrouvons Xij e ^ m ij comme le signe et le module de Par consequent, 

X = ©sign(/iij)I ni ® I, | ® I n (2.70) 

Occupons-nous maintenant de la dualite de Poincare. Comme nous nous sommes places 
dans la cas des algebres complexes, les projecteurs pi = U qui apparaissent dans la formule de 
definition de la matrice de la forme d'intersection sont de trace 1. Cette matrice est donnee par 

Hij = Tr [x7r(p i )j7r(p j )J- 1 ] , (2.71) 
= sign(//ij)Tr [pi®I| Mij | ®pj , (2.72) 
= m,. (2.73) 

Par consequent, la dualite de Poincare se traduit simplement par la non nullite du determinant 
de la matrice de multiplicite \i. 

Reciproquement, si nous partons d'une matrice symetrique et non degeneree \i G M N (z) (que 
nous appellerons dorenavant matrice de multiplicite au lieu de m), nous pouvons reconstruire 
la structure de bimodule a l'aide des valeurs absolues | A** j I - L & chiralite x es ^ obtenue comme 

X = © sign( Atij )I ni © I K | © I nj . (2.74) 

X satisfait a toutes les conditions imposees par les axiomes. Par construction, la verification 
des relations de commutation ainsi que de x — X* e ^ X 2 — 1 es ^ evidente. Montrons qu'il existe 
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des elements x p and y p de A tels que x — J2 P 7l ( xP )>7' n '(y p )J' 1 - Pour cela, ecrivons la matrice 
de multiplicity /i comme une somme de matrices de rang 1 

X« = E«W. ( 2 - 75 ) 
v 

avec a P et /3| des nombres complexes. On en deduit que x — H P ' K { xP )<J^{y p )<J l - l avec xP — 
(of I ni )i<i<N et y p = I nj )i<j< N - 

Cela nous permet d'enoncer le resultat intermediaire suivant. 

Proposition 2.2.6 Les elements (A,J~,x) d'un triplet spectral fini sont determines, a une 
transformation unitaire pres, par une matrice symetrique et non degeneree ji G M N (Z). 



2.2.5 L'operateur de Dirac 

Comme nous l'avons montre, tout operateur du premier ordre d'un (A, £>)-bimodule de 
dimension finie, oh A et B designent des sommes directes d'algebres de matrices, est la somme 
d'un operateur lineaire a gauche et d'un operateur lineaire a droite. D'apres la condition d'ordre 
un, l'operateur de Dirac T> est un operateur du premier ordre pour la structure de bimodule 
de Ti donnee par l'axiome de realite. On peut done lui appliquer le resultat precedent pour 
decomposer V sous la forme 

V = C + TZ, (2.76) 

ou C est lineaire a gauche et TZ lineaire a droite. Grace a l'axiome d'orientabilite. il s'avere que 
cette decomposition est essentiellement unique ; 

Proposition 2.2.7 Dans le cas d'un triplet spectral fini, la decomposition de l'operateur de 
Dirac considere comme un operateur du premier ordre est unique si on impose aux applications 
lineaires a droite et a gauche correspondantes d'anticommuter avec x- 

Demonstration : 

En effet, supposons qu'il existe quatre operateurs Ci, 1Z\, C 2 et TZ 2 , qui anticommutent avec x 
et tels que 

V = C 1 + U 1 = C 2 + n 2 , (2.77) 

verifiant egalement 

[d, tt(x)} = [K u Jit{x)J- l \ = [C 2 , n(x)} = [}Z 2 , Jv{x)J- x \ = (2.78) 
pour tout x G A. On en deduit que 

C 1 -C 2 = 1Z 2 - Tl x (2.79) 

commute avec tt(x) et Jk{x)J~ x pour tout x G A. D'apres l'axiome d'orientabilite, la chiralite 
peut etre ecrite sous la forme x — H P ' K {. xP )J' n {y p )J~ 1 ^ avec xP ,y p G A, ce qui prouve que 
C\ — C 2 et 1Z 2 — IZi commutent avec x- P &r hypothese, ils anticommutent egalement avec x, 
et puisque x 2 = 1, on en deduit que 

C ± - C 2 = n 2 -TZ 1 = 0, (2.80) 

ce qui prouve l'unicite de la decomposition. □ 
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Ce resultat a plusieures consequences. Tout d'abord, il nous permet de montrer que les 
operateurs £ et 7Z sont hermitiens. En effet, puisque V est hermitien, si C et 7Z sont deux 
operateurs convenables, alors C* et 1Z* le seront aussi. Par l'unicite de la decomposition, on 
deduit que C = C* et 1Z = 1Z* . 

De plus, puisque V commute avec J , on a V = JVJ^ 1 = J CJ^ 1 + JIZJ^ 1 . Puisque C 
commute avec ir(x), on a \JCJ~ 1 , J"k{x)J^ x \ = J [C, tt(x)] J^ 1 = 0, et de la meme fagon, on 
prouve que 

jnj-\ 7r(a;)] = j [n, j-\(x)j] j- 1 = j [n, jn{x)j- 1 ] j- 1 = o, (2.81) 

ou la relation J 2 = 1 a ete utilisee. Par l'unicite de la decompostion, on obtient 

C = JUJ- 1 et TZ = JCJ-\ (2.82) 
Si nous notons A I'operateur TZ, alors nous avons 

V = A + JAJ- 1 . (2.83) 
En resume, nous avons prouve le resultat suivant. 

Proposition 2.2.8 L'operateur de Dirac V d'un triplet spectral fini s'ecrit de maniere unique 
sous la forme 

V = A + JAJ' 1 , (2.84) 

ou A est un operateur qui anticommute avec x e t commute avec Jn[x)J^ x pour tout x e A. 
De plus, A est hermitien. 

Cette decomposition de I'operateur de Dirac a plusieurs consequences que nous 
developperons au cours de ce chapitre. Premierement, puisque JAJ^ 1 commute avec ir(x), 
nous pouvons remplacer [D, ir(x)] par [A, ir(x)] pour tout x e A. Cela permet en general de 
simplifier la plupart des equations ; par exemple dans le calcul des distances. Ensuite, nous al- 
lons montrer que A est une 1-forme, ce qui nous permettra de determiner explicitement toutes 
les 1- formes. 

Enfin, puisque I'operateur A satisfait des relations de commutation tres simples, nous pou- 
vons le determiner explicitement en termes de matrices a coefficients complexes. Rappelons que 
7i = ®Ti.ij est la decomposition de l'espace de Hilbert, ou les indices i et j reperent les facteurs 

simples de I'algebre. Nous definissons les elements de matrice de I'operateur A par 

Ag = n(U)Jn(l ,)J- 1 A n(l k )Jn(h)J-\ (2.85) 

ou lj designe la matrice unite de M„ t (c) considered comme element de A. D'apres le resultat 
du paragraphe 2.2, cet element de matrice doit etre nul sauf si j = I. Dans ce dernier cas, il 
doit satisfaire a 

A $( 7 «*®Im W i ® Vi) = ( J ^K 3 i ® Vi) A g ( 2 - 86 ) 
pour tout yj E M n .(C). Cela impose que Ton ecrive Af- sous la forme 

Ag = ^M^®/ nj . (2.87) 

ou les matrices M ik>j e M WjnjXWjn)[ (C) sont telles que M ikJ = M kiJ si HijUkj < 0, et nulles dans 
tous les autres cas. Cela nous donne une parametrisation de I'operateur A a l'aide de matrices 
complexes, dont on deduit I'operateur de Dirac a l'aide de la relation V = A + JAJ^ 1 . 
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Pour determiner l'operateur de Dirac complet a l'aide de matrices, nous devons calculer 
Taction de J sur A. Pour cela, il est commode d'ecrire les matrices Mn-,j comme sommes de 
produits tensoriels, 

M ik,j = Y, EP ik® M ik,p (2-88) 



avec Ef k G M„. xrife (c) et Mf k - G M\^\ x \^ k .\{€) . L'action de J sur un produit tensoriel est 
J (e ®ip ® f) — f <S> i> ® e, ce qui donne 



(JAJ- 1 )"' = 5 lk £ In, ® M\ t <g> E] v (2.89) 



Ainsi, en additionnant les elements de matrice de A et de J/S.J 1 , nous obtenons l'element de 
matrice correspondant de £>, 

V$ = h E E l ® Mf kJ ® I n . + 5 lk In, ® W jlti ® % (2.90) 

En conclusion, nous pouvons resumer cette etude comme suit. 

Proposition 2.2.9 Un triplet spectral fini est donne, a une equivalence unitaire pres, par une 
matrice symetrique et non degeneree fi G Mn(i), a partir de laquelle on construit la structure 
de bimodule et la chiralite, ainsi que d'un operateur A dont les elements de matrice sont donnees 
par la relation (\2.8 r /\). 



2.2.6 ^-realite 

Bien que les resultats obtenus soient valables dans le cas des triplets spectraux finis S^-reels, 
il est utile de decrire les proprietes particulieres de ces derniers en utilisant le langage que nous 
venons de developper. 

Rappelons qu'un triplet spectral (A, 7i, T>) est S^-reel si il existe une involution hermitienne 
qui commute avec V, x et 7i(x) pour tout x G A et anticommute avec J . 

En fait, nous avons vu que la strucuture de bimodule d'un triplet spectral S^-reel est obtenue 
a partir de deux bimodules. Le premier correspond a la valeur propre +1 de e et nous notons 
v sa matrice de multiplicite. Le second bimodule, qui est associe a la valeur propre —1 de e 
s'obtient simplement, puisque dans cette decomposition on a 

J=(°j J)C, (2-91) 

en echangeant les actions a droite et a gauche du bimodule associe a la valeur propre +1. Par 
consequent, la matrice de multiplicie totale s'ecrit sous la forme fi = v + v* . Bien entendu, 
puisque \ e ^ J commutent, les entiers et Vji doivent toujours avoir meme signe. 

Reciproquement, si la matrice de multiplicite /i satisfait a ces conditions, il est facile de 
construire un operateur e convenable. 

De meme, puisque l'operateur de Dirac commute avec e et avec J7, il se decompose en 
deux operateurs du premier ordre connectes par J . Cette condition est sufflsante pour que V 
commute avec e et J . 

En consequence, nous pouvons caracteriser les triplets spectraux finis S^-reels de la maniere 
suivante : 

Proposition 2.2.10 Un triplet spectral fini est S°-reel si et seulement si 
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- sa matrice de multiplicite peut s'ecrire sous la forme /x = v + v* , ou v e M N (7L) est une 
matrice telle que Vij et Vji soient de meme signe, 

- I'operateur de Dirac est somme de deux operateurs du premier ordre correspondant aux 
bimodules determines par v et u* et se deduisant I'un de V 'autre par conjugaison par J . 

2.2.7 Une approche diagrammatique 

Pour classifier les triplets spectraux finis, il faut regrouper ces derniers dans un certain 
nombre de classes dont on peut facilement saisir les proprietes caracteristiques. 

Un premier pas en ce sens a ete franchi par l'introduction de la matrice de multiplicite : 
celle-ci permet, pour une algebre fixee, de reconstruire a une equivalence unitaire pres, la 
representation n et les operateurs x et J • Nous pourrions done, dans un premier temps, con- 
siderer que deux triplets spectraux sont equivalents si et seulement si ils ont meme matrice de 
multiplicite. Cependant, cette classification ne permet pas de distinguer deux triplets spectraux 
ayant meme matrice de multiplicite mais des operateurs de Dirac differents. Pour remedier a 
ce probleme, il est interessant d'associer a chaque triplet spectral fini un diagramme. 

Definition 2.2.1 A un triplet spectral fini (A,T~C,T>) dont la matrice de multiplicite est fi, on 
associe un diagramme construit de la maniere suivante : 

- Au point de coordonnees du plan on associe un sommet de type © si ^ > ou un 
sommet de type Q si /i^ < 0. 

- On relie les sommets situes aux points de coordonnees et (k,l) si et seulement si 
V element de matrice de I'operateur de Dirac 



Les sommets de ce diagramme permettent de determiner quels sont les elements non nuls de 
la matrice de multiplicite alors que les liens nous aident a visualiser la structure de I'operateur 
de Dirac. 

Nous classifions les triplets spectraux finis selon leurs diagrammes. L'interet de ce type de 
classification se trouve dans le fait que beaucoup des proprietes des modeles en physique des 
particules que nous allons construire apparaissent a travers la structure de ces diagrammes. De 
plus, cela permet une manipulation tres simple d'objets qui sont souvent des matrices de taille 
importante (90 x 90 pour le modele standard) tout en perdant le moins d'information possible. 

Ces diagrammes possedent les proprietes suivantes : 

Proposition 2.2.11 Le diagramme associe a un triplet spectral fini n'est forme que de liens 
verticaux et horizontaux entre sommets de type differents de telle maniere que le diagramme 
soit symetrique par rapport a la diagonale (echange des indices i et j). 

Demonstration : 

Ces proprietes resultent des relations satisfaites par D. Les liens sont soit verticaux soit hori- 
zontaux a cause de la condition d'ordre un et seuls des sommets de type differents sont relies 
suite a la relation d'anticommutation xD+Ux = 0. La relation JT> = T>J implique la symetrie 
par rapport a la diagonale. □ 

II convient de remarquer que, puisque V est hermitien, Vf- est non nul si et seulement si 
est non nul, ce que nous symbolisons par un seul lien non oriente sur le diagramme. 





est non nul. 
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Sur ce diagramme, les liens verticaux correspondent aux elements de matrices de l'operateur 
A alors que que les liens horizontaux sont relatifs a JAJ^ 1 . 

Cette remarque nous permet de construire diagrammatiquement tous les triplet spectraux ; 

1. On choisit une algebre 

A = ® M n .(c), (2.93) 
i=i 

ainsi qu'une matrice de multiplicite fi G Mjv(z) qui soit symetrique et non degeneree. 

2. A l'aide de la matrice de multiplicite, on construit les sommets du diagramme en associant 
a chaque point (i, j) du plan un sommet de type © si > ou un sommet de type si 
Hij < 0. 

3. Au sommet on associe l'espace de Hilbert JUj = C" 1 ® C 1 ^' 1 <g> C n K 

4. On relie tous les sommets de type different par des liens verticaux. 

5. A chaque lien vertical entre et (k,j) avec i < k on associe l'element de matrice de 
A donne par 

A*j =M ik>j ®I n ., (2.94) 
ou Mjfcj G Mi^i^xi^in^C) est une matrice quelconque. 

6. Si i > k, on definit 

Ag = (M W)J -)*(8)/ n .. (2.95) 

7. On termine en completant par 

V = A + JAJ- 1 . (2.96) 



2.3 Theories de jauge 

2.3.1 Symetries et theories de jauge 

Les symetries d'un espace sont en correspondance directe avec les automorphisnes de son 
algebre des coordonnees, ce qui entraine que, pour etudier les symetries d'un "espace quantique" 
determine par une algebre A, nous devons rechercher tous les automorphismes de A. 

Ensuite, ces symetries doivent etre implementees au niveau du triplet spectral (A, Tl, V) 
en associant a chaque automorphisme une transformation unitaire de l'espace de Hilbert 
telle que 

U^U; = 7T o (2.97) 

Commengons par determiner les automorphismes de l'algebre associee a un triplet spectral 
fini. Dans le cas le plus simple, l'algebre est commutative et ses automorphismes sont connus. 

Proposition 2.3.1 Les automorphismes de l'algebre C N sont les permutations des differents 
facteurs simples. 

Cela se demontre facilement en cherchant les images des elements unites lj de chaque facteur 
simple. 

Le groupe des automorphismes de cette algebre est done isomorphe au groupe des pert- 
mutaioms de elements. A chaque permutation a G Sn doit etre associee une transfomation 
unitaire U a telle que 

U a n(h)K = n(l a{i) ). (2.98) 
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Si on decompose TC en somme directe, 7i = ®{Hi avec TCi = n^Ti., la relation (|2.98|) implique 
U a Hi C TC a (i). Un argument identique pour a -1 nous prouve que Ton doit en fait avoir TCi = 
H a (i). En consequence, une permutation a ne peut etre une symetrie du triplet spectral que si 
les dimensions des sous-espaces que Ton veut permuter coincident. 

Sur le plan diagrammatique, cela correspond a effectuer cette permutation sur les lignes et 
les colonnes. La nouvelle matrice de multiplicite s'obtient par la relation 

v' = P a -ifiP a , (2.99) 

oil P a est la matrice de permutation definie par a. 

Si les symetries d'un triplet spectral commutatif sont discretes, il n'en est plus de meme 
dans le cas non commutatif. Par exemple, si A = M n (c), alors pour tout unitaire u G M n (c), 
l'application x t— > uxu~ x est un automorphisme non trivial de A. Ces automorphismes sont 
appeles automorphismes interieurs et ce sont les seuls :. 

Proposition 2.3.2 Tous les automorphismes de I'algebre M n (C) sont interieurs. 
En consequence, le groupe des automorphismes de M n (c) est isomorphe a 

PSU(n) = SU(n)/Z nj (2.100) 

oil SU(n) designe le groupe des matrices unitaires de determinant 1 et Z n est son centre est 
forme des matrices du type ql n , avec q n — 1. 

Lorsque A est une somme directe de N algebres de matrices, chaque unitaire u determine 
encore un automorphisme non trivial de A. Notons que dans ce cas tous les automorphismes 
ne sont pas necessairement interieurs car il peut y avoir un sous groupe fini d'automorphismes 
qui correspondent simplement a des permutations de facteurs identiques. 

Pour etre une symetrie du triplet spectral (A,H,T>), chaque unitaire u doit etre represents 
sur l'espace de Hilbert par un operateur U satisfaisant a 

Un{x)U- 1 = itiuxu- 1 ). (2.101) 

pour tout x G A. 

Au cours de la section 2.2.2, nous avons montre que, en prenant 

U = tt(u)Jtt(u)J-\ (2.102) 



alors U est solution de ( |2.101|) et laisse invariant les operateurs x e t J ■ Seul l'operateur de 
Dirac est modifie et devient 



v -> uvu- 1 = V + u 



V,u 



-i 



Ju V,u- L J-\ (2.103) 



oil nous avons simplement note u l'operateur tt(u). 

Cette transformation de l'operateur de Dirac peut etre reportee sur un champ de jauge 
A. Ce dernier est defini comme une 1-forme hermitienne, c'est-a-dire que c'est un operateur 
hermitien qui peut s'ecrire sous la forme 

A = Y J x P [V,y p ] (2.104) 



avec x p ,y p G A. 
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Sous une transformation de jauge, A devient 

A -> uAu- 1 + u [V, u' 1 ] , (2.105) 
de telle fagon que l'operateur de Dirac covariant T> + A + JAJ~ l se transforme en 

V + A + JAJ- 1 ^U(V + A + JAJ- 1 ) U~\ (2.106) 



Cette loi de transformation nous assure que Faction fermionique definie par 

(V + A + JAJ- 1 ) *) (2.107) 

est invariante de jauge lorsque le fermion \1/ se transforme en 

m -> 7r(«).77r(t4) J -1 *. (2.108) 

Nous renvoyons a la section 1.2.2 le lecteur interesse par une etude detaillee de la symetrie 
de jauge dans un cadre general. 

2.3.2 Determination des 1-formes 

Etudions en detail la structure de l'espace des 1-formes fl^p(A) associees a un triplet spectral 
fini (A, TC, V) . Pour cela, commengons par rappeler que l'operateur de Dirac V peut etre ecrit 
sous la forme T> = A + JAJ^ 1 , ou A et un operateur hermitien qui anticommute avec \ et 
commute avec j7i(x)J~ 1 pour tout x G A. 

Proposition 2.3.3 L'operateur A apparaissant dans la decomposition de D est une 1 -forme. 
Demonstration : 

Si G est le groupe des unitaires de A, alors G est un groupe de Lie compact done admet une 
mesure de Haar. En utilisant cette mesure, on a 

V= I duuVu* - [ duu[V,u*}. (2.109) 
Jg Jg 

Puisque la mesure du est invariante par translation a gauche, le premier terme du second 



membre de |2 . 1 09| commute avec tous les unitaires done avec tous les elements de A car n'importe 
quel x & A peut s'ecrire comme une somme de 4 unitaires. 

Le second terme du deuxieme membre de ( |2.109| ) commute avec Jk{x)J~ x pour tout x £ A 



en vertu de la condition d'ordre un. De plus, e'est une 1-forme car, en utilisant des sommes de 

Riemann, f G duu \D,u*\ peut etre ecrit comme une limite d'expressions du type J2x p [D, y p ] 

v 

avec Xpj xjp G A. Puisqu'on est en dimension finie, l'espace Qj,(A) est un sous espace ferme et 
toute limite d'une suite de 1-formes est une 1-forme. 

Enfin, chacun des deux termes du second membre de (|2.109|) anticommute avec la chiralite, 
ce qui implique, par application de l'unicite de la decomposition de l'operateur de Dirac, que 



G 



A = - / duu [V,u*] . (2.110) 

Par consequent, A est une 1-forme. 



□ 
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II est egalement possible de donner une demonstration de ce resultat en utilisant le dia- 
gramme associe au triplet spectral (A,H,V). En effet, les elements de matrice de A corre- 
spondent aux liens verticaux entre les differentes lignes. Puisque on ne peut relier une ligne a 
elle-meme par un lien vertical, on a necessairement 7r(lj) A7r(lj) = 0, ou lj est l'element unite 
du facteur M n .(c) apparaissant dans la decomposition de A. On en deduit que 

N 

A = A-5>(li)A7r(li) (2.111) 

i=i 

N 

= -5>(1<) [A, tt(1,)] (2.112) 

i=l 

N 

= -^(WPMh)] (2.113) 

i=l 

ce qui prouve que A est une 1-forme. 

Cette demonstration n'est cependant pas valable dans le cas des triplets spectraux reels, 
alors que la demonstration utilisant la mesure de Haar ne depend pas du fait que l'algebre 
soit reelle ou complexe. En fait, nous avons montre l'existence et l'unicite de la decomposition 
de l'operateur de Dirac que pour les algebres complexes. Dans le cas reel, la demonstration 
precedente nous permet de definir A par la relation ( [2.110|) . Le resultat d'unicite s'etend sans 
dimculte au cas reel et on a V = A + J'AJ'^ 1 avec A £ Vl\y{A). Nous renvoyons aux dernieres 
sections de ce chapitre pour une discussion de certaines des proprietes des algebres reelles. 

L'etape suivante dans la determination des 1-formes consiste a relier VL^A) et A. 

Proposition 2.3.4 L'espace des 1-formes est egal au bimodule engendre par A. 
Demonstration : 

Puisque Q]y(A) est un bimodule et que A est une 1-forme, il est clair que ^^,(^4) contient le 
bimodule engendre par A. 

Pour montrer la reciproque, il suffit d'ecrire un element generique de Q]~,(A) sous la forme 

A = %p \P, Up] avec x p ,y p G A, et de remplacer V par A dans l'expression precedente puisque 

p 

J'AJ'^ 1 commute avec tt(x) pour tout x G A. 

□ 



L'expression de A a l'aide de ses elements de matrices, donnee par la relation (|2.87|) , est 



A ij = 6 ji E fk ® M fk,j ® h 



(2.114) 



Nous rappelons que Afj = 7r(lj) Jn(lj) J~ l A n(l k ) Jir(li) J^ 1 , que (Ef k ) 1<p<n . nk est une base 
de M n . xnfc (c) et que les matrices Mf k i G M^^x^.^C) sont telles que A soit hermitien. 
Nous choisissons la base de matrices elementaires 

(XU^ , (2.H5) 



dont le seul element non nul est egal a 1 et est situe a l'intersection de la ligne a et de la colonne 
b. Par commodite, nous noterons toujours p la paire (a, b) permettant de distinguer les matrices 
elementaires. 
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A partir des matrices Mf k j, formons les vecteurs colonnes Mf k definis par 



(2.116) 



\Ml N j 



(7r(^)Avr(^.))S = h E ?k ® M&j ® V (2-118) 



Lorsque p varie, les vecteurs Mf k engendrent un espace vectoriel M ik dont nous notons p ik 
la dimension. 

(Mf k )i< p < nirik est un systeme de generateurs de dont nous pouvons toujours extraire 
une base. Sans perte de generalite, suposons que cette base soit donnee par les pa- premiers 
vecteurs, ce qui entraine que 

Ag = f>,i&®^®I nj + £ ^Af^®Mf fcJ ®/ n ., (2.117) 
p=i i <p<Pik 

Pik<1< n i n k 

avec Af^. 

Par multiplication a droite et a gauche par des matrices elementaires bien choisies En G 
M n . (c) et G M„ fc (c), on peut toujours obtenir un element de matrice de ■n{E ii )/S.Ti{Ekk) du 
type 

' ~' '' ' X ~ '' L " >ij — u jl ^ik w lvl ik,j 

Ensuite, en multipliant a droite et a gauche la relation precedente par des matrices quelcon- 
ques et en prenant toutes les combinaisons lineaire possibles, on obtient une 1-forme VL p ik dont 
l'element de matrice est 

= ( 2 - 119 ) 
oil ujf h G M n . xnk {£) est une matrice quelconque. 

Puis nous repetons cette operation pour tous les indices p G {1, 2, . . . , p ik } et tous les couples 
(i, k) G {1, 2, . . . , N}, ce qui nous amene a une 1-forme Q dont les elements de matrice sont 

«g = Efy^®^j® J «i> ( 2 - 12 °) 

p=i 

oil les matrices uf k G M n . xnk (c) sont quelconques. 

Cette 1-forme est en fait la 1-forme la plus generale car elle contient egalement les contri- 
butions du second terme du second membre de ([2.1171) . En consequence, nous pouvons enoncer 
le result at suivant. 

Proposition 2.3.5 Un element generique Q de I 'espace des 1-formes fl^^A) est donne par ses 
elements de matrices 

ng = Efy^®^j® J «i> ( 2 - 121 ) 
P =i 

ou les matrices u)f k G M n . xrik (c) sont quelconques 

Pour chaque couple (i, k), l'espace des matrices M niXnfc (C) est repete pik fois, ce qui justifie 
la denomination suivante. 

Definition 2.3.1 Les entiers pik sont appeles les multiplicites de l'espace des 1-formes. 

II ressort de l'analyse precedente que la dimension de VL\)(A) peut etre determinee en fonction 
de p ik . 
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Proposition 2.3.6 La dimension de tiz>(A) est 

^Piknin k < {nin k f . (2.122) 

% ^k % , k 

La derniere inegalite resulte de pik < n^, qui est une consequence immediate de la 
definition des entiers pik- 

Enfin, terminons par deux remarques qui nous seront utiles par la suite. Tout d'abord, 
puisque l'operateur A est hermitien, il est toujours possible de supposer que les matrices Mf- k 

satisfont a (Mf jk )* = M] ik . 

Ensuite, par application du precede d'orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base 
[MfA , nous pouvons, sans perte de generality, supposer que les matrices Mf- k satis- 

font a 

N 

]Tn fe Tr [(MP k )*MS k ] = X <5 p , q , (2.123) 
k=i 

oil X > est une constante de normalisation que nous specifierons plus tard. 



2.3.3 Application a la construction de triplets spectraux 

Au cours du chapitre precedent, nous avons vu comment construire un triplet spectral 
(A, H, ffj a l'aide d'un autre triplet (A,H,V), d'un module hermitien £ sur A et d'une con- 
nexion V sur £, compatible avec la structure hermitienne. Rappelons brievement que A, H et 
V sont definis par : 

A = End^(^), (2.124) 
U = £® A H® A £, (2.125) 
V(Z® A if>® A '0 = V(OV> ®a C + £ ®a Vty) ® A C + i®A ^(V(C)), (2.126) 

pour tous ^, ( G £ et xjj G H. De meme, les operateurs J et x son t definis a l'aide de J et x 
par 

J(Z®a4>®aO = <Z®AJ(if>)®AZ, (2.127) 
x(C®a^®aC) = ^®axW®aC (2-128) 

Le triplet (A, T~C, Vj ainsi construit correspond a une theorie de jauge sur l'espace non commu- 
tatif defini par (A,Ti,T>), donne par le module hermitien £ et la connexion V. 

Nous allons montrer qu'une large classe de triplets spectraux finis peut etre obtenue par un 
tel precede a partir de triplets spectraux commutatifs. 

Proposition 2.3.7 Tout triplet spectral fini dont l'espace des 1-formes n'a pas de multiplicite 
(Pij < 1 ) pcut etre obtenu a l'aide d'une theorie de jauge avec une algebre commutative. 

Avant de prouver ce resultat, nous devons etudier les theories de jauge construites a l'aide 
d'un triplet spectral fini commutatif (A,7i,V). L'algebre A est C^, l'espace de Hilbert, la 
representation de A ainsi que les operateurs J et x son t donnes, a une equivalence unitaire pres, 
par la matrice de multiplicite m G Mjv(z). L'operateur de Dirac est univoquement reconstruit 
a partir des elements de matrice = 7r(lj)A7r(lj) de l'operateur A, oil lj est l'element de 
C N dont toutes les composantes sont nulles, sauf la i-eme, qui est egale a 1. Desormais, pour 
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alleger nos notations, nous omettrons le symbole ir de la representation et nous identifierons x 
ct ir(x). 

Les modules projectifs finis sur A sont tous de la forme 

£ = C ni ©C n2 ©...©C njv , (2.129) 

ou les rii sont des nombres entiers positifs et chaque facteur C de A agit sur le facteur cor- 
respondant de £ par simple multiplication. Dans chacun des espaces C™ 1 on choisit une base 
(ef)i< a <ni et les vecteurs e", lorsque les deux indices % et a varient, forment une base de £ en 
tant qu'espace vectoriel sur C. La structure hermitienne sur £ est definie en choisissant la base 
precedente comme base orthonormale, 

<e?,e$) = <W%L:. (2.130) 

Pour continuer notre construction, nous devons trouver toutes les connexions sur £, compatibles 
avec la metrique precedente. 

Proposition 2.3.8 Les connexions hermitiennes sont donnees par 

V(e?) = -£ e ?® A « + E <ej ® A,,, (2.131) 

j j,b 

oil les matrices A^ e M niXnj (C) satisfont a A*j = Aji. 
Demonstration : 

Pour montrer cela, il est pratique de se rappeler que l'espace des connexions est un espace 
affine sur l'espace des morphismes entre les modules a droite £ et £ ©^ Q]y(A). Cela signifie 
que si nous avons une connexion Vo, nous pouvons les obtenir toutes en rajoutant a Vo un 
morphisme. Puisque les elements de matrices non nuls Ay forment une base de Q]^(A), les 
vecteurs ef © forment une base de £ <S>a Q^(A) et nous definissons une application lineaire 
Vo de £ dans £ ©^ &x>{A) par 

Vo(0 = -£ e "® A ^ (2.132) 

j 

Par linearite, la verification de la regie de Leibniz se fait sur les elements de base. 

Vo(e^) = -S^e? ® Aij, 
j 

ainsi que 

V (e?)l J - + e?(8)^d(l J -) = - £ ef <g> A ik l je ? <g> ^ (2.133) 

k 

- S^e?®^ (2.134) 

k 

= -^-Ee?®Ay, (2.135) 



nous prouvent que 



V (e?l j ) = V (e?)l j + e?(8)^d(l J -), (2.136) 

(2.137) 
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ce qui n'est autre que la regie de Leibniz. De meme, le morphisme A de module le plus general 
entre £ et £ <8u Q\)(A) doit verifier A(eflj) = a{ef)\j et s'ecrit, dans la base precedente 

A(e$U) = E< e i®**> (2.138) 

ou A^j designent des nombres complexes quelconques. Par consequent, la connexion la plus 
generate sur £ est definie par 

V(e?li) = -£ e " (SAy + ^^eJ^A^ (2.139) 

Reste a traduire la condition de compatibilite avec la metrique. Celle-ci recquiert que 

(e«, V(eJ)) - (V«), e$) = ej)). (2.140) 

En utilisant les relations 

(e?,V(e$)> = -E(^,e5)A, fc + |:^(e«,e^A fe ,, 

<V(e?),e$> = -E^eJXA^ + E^.eSXA^-r, 

la condition de compatibilite avec la metrique se traduit simplement par A^ = A^. □ 

Nous pouvons maintenant achever notre construction du triplet spectral (A, j~C, T^j ■ 
L'algebre des endomorphismes du module £ est la somme directe des algebres correspondant 
aux endomorphismes de chacun des espaces vectoriels C n \ Par consequent, on a 

N 

A= © M ni (c). (2.141) 
i=i 

En utilisant la matrice de multiplicite, on decompose l'espace de Hilbert 

H = @H i j avec Wy=cKI , (2.142) 

ij 

ce qui nous permet d'obtenir 

H = © avec 7Yij = £ ® A <8U £ = C Di <g> cKI <g> C n J . (2.143) 

Les operateurs J et x sont donnes par 

J{e\®i)ij®^ = e$ <g> J^v) ® ef> (2.144) 

X«®^«>ef) = <®x(^)«>4 ( 2 - 145 ) 

ou ipij designe un vecteur generique de Tiij. Ces relations nous montrent que les deux triplets 
spectraux (A, H, V) et (A, TC, Vj ont la meme matrice de multiplicite. 
L'operateur de Dirac V s'exprime a l'aide de la connexion par 



V(e1 <g> i/jij <g> e)) = V«)^ <g> e) + e? <g> <g> e$ + e? <g> ^(V(e$) . (2.146) 
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D'apres les resultats precedents, on a 

k k,c 

k k,c 

En utilisant la relation A& = et le fait que J'~ 1 ipij G Tiji, on montre que tous les termes 

apparaissant dans la definition de T> sont nuls a l'exception de ceux contenant les coefficients 
i) C 

Af£ et Aj k . L'operateur V peut done se mettre sous la forme 

k,c 

+ E^( e i®^ A ^"V«®^)- (2-147) 

fc,c 

Nous pouvons egalement ecrire l'operateur de Dirac sous la forme X> = A + avec 

A(e? ® ^ <g> if) = E ^ (e£ ® AwVii ® ^) (2.148) 

fc,c 

Cependant, nous n'avons pas la solution la plus generate pour l'operateur de Dirac, car nous 
avons vu au debut de ce chapitre que celle contient une sommation sur un indice de multiplicite 
qui est ici absent. 

Ainsi, nous avons reussi a construire une large classe de triplets spectraux fini a l'aide de 
modules et de connexions sur des triplets commutatifs associes. En d'autres termes, une grande 
majorite des espaces discrets non commutatifs correspondent simplement a des theories de jauge 
sur des espaces commutatifs. Ces theories de jauge sont decrites par des modules projectifs, 
e'est-a-dire des fibres vectoriels non commmutatifs, qui peuvent etre interpretes comme suit. 

La base de ce fibre est un ensemble fini de N points, associe a l'algebre des coordonnees 
C N . Si nous reperons chacun de ces points par un indice i, au dessus du point labele par i, se 
trouve une "fibre" formee d'un ensemble fini de rii points, de telle maniere que le module des 
sections du fibre soit la somme directe des espaces vectoriels C rii attaches a chaque point. Une 
transformation de jauge est simplement un changement de base orthonormale dans chacun de 
ces espaces vectoriels ; le groupe de jauge est done le produit direct U (ni) x . . . x U (tin)- Enfin, 
la connexion va relier les fibres au dessus de chaque point en utilisant le calcul differentiel sur 
la base, tout en restant compatible avec la symetrie de jauge. 

2.4 Distances associees aux triplets spectraux finis 

2.4.1 Generalites 

La geometrie non commutative permet de generaliser la notion de distance geodesique en 
remplagant les points de l'espace par les etats purs de l'algebre des coordonnees. Bien entendu, 
cette notion garde un sens dans le cas des triplets spectraux finis et permet de definir une 
distance sur l'ensemble des etats purs d'une somme directe d'algebres de matrices. 

Lorsque l'algebre est commutative, l'espace des etats purs est un ensemble fini sur lequel la 
distance est donnee par la formule suivante. 
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Proposition 2.4.1 Soit (A,Tt,T>) un triplet spectral fini avec Valgebre commutative A = C N . 
Les etats purs de A forment un ensemble fini de N points sur lesquels la distance est donnee 
par 

d^ = sup {\xi - Xj\ tel que 1 1 [A, x] 1 1 < 1} . (2.149) 

(xi,...,x N )€C N 

Demonstration : 

II suftit de remarquer que les etats purs de C N sont donnes par les formes lineaires <pi demies 
par 4>i(x) = Xi pour tout x = (x±, ■ ■ ■ ,xjv) G C N . La construction generale de la distance reste 
alors valable. □ 



Bien entendu, cette distance peut etre infinie, comme c'est le cas si on prend A = 0. II 
convient de noter que nous avons remplace l'operateur de Dirac T> par A car \JAJ~ 1 , ir(x)} = 
pour tout x G A. Lorsque le nombre de points N est fixe, la distance depend uniquement de 
A. Se pose alors la question de savoir si A etant donne, il existe un triplet spectral fini dont 
l'operateur de Dirac satisfait a V = A + JAJ^ 1 . 

Proposition 2.4.2 SoitH = ®? =l Hi un espace de Hilbert de dimension finie et A un operateur 
hermitien sur H dont les elements de matrice diagonaux An sont nuls. Alors il existe un triplet 
spectral fini {A, H, V) avec A = C N etV = A + JAJ- 1 . 

Demonstration : 

Remarquons que la condition An = est necessaire car nous avons vu que An = 7r(lj)A7r(lj) = 
0. 

Pour construire le triplet spectral, nous allons utiliser la construction diagrammatique de 
l'operateur V. Les sommets de ce diagramme sont les points du plan de coordonnees (i, j), oil 
i et j vont de 1 a N. Nous relions les points de coordonnes (N, 1) et (N,j) si et seulement si 
Aij est non nul. Nous affectons un signe + au point (N, 1) et un signe — aux points (N,j) 
qui sont relies a (N, 1) et detruisons tous les autres sommets de cette ligne. Par symetrie par 
rapport a la premiere diagonale, nous construisons la colonne formee des points de coordonnees 
avec % < N. Nous poursuivons l'operation pour la seconde ligne en affect ant un signe + 
au point (N — 1,2), un signe — a tous les points (N — 1, j) pour j > 2 qui sont tels que A 2 j ^ 
et nous completons par symetrie pour obtenir les elements de la deuxieme colonne (i,N — 1) 
tels que % < N — 2. Ensuite nous procedons de la meme maniere jusqu'a la derniere ligne. 

A partir du diagramme ainsi construit, on reconstruit un triplet spectral fini convenant 
par les methodes que nous avons exposees au cours de ce chapitre. Par construction, tous les 
axiomes sont satisfaits, a l'exception peut-etre de la dualite de Poincare. Cependant, celle-ci 
peut toujours etre obtenue en ajustant la dimension des espaces vectoriels apparaissant dans 
la decomposition de l'espace de Hilbert, quitte a completer l'operateur de Dirac par des lignes 
et des colonnes nulles. □ 



Avant de nous consacrer exclusivement au cas commutatif, etudions un exemple de distance 
basee sur une algebre non commutative. 

Exemple 2.4.1 

Considerons l'algebre A = M n (c)©C representee dans 7i = C n ©C. L'operateur A correspondant 
est 




(2.150) 
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oiimG C n est un vecteur colonne. Les etats purs de A = M n (c) © C sont donnes par la reunion 
disjointe de CP" -1 et d'un point. Designons par (x, y) un element de A et posons z = x — yl n , 
oil /„, est la matrice unite n x n. Avec ces notations, on a 



m*z 

Montrons que la condition 1 1 [A, (x, y)\ \ | < 1 est equivalente a 

j Tr (mm*zz*) < 1 
I Tr (mm*z*z) < 1. 



[A,(s,y)]=( JL T h (2-151) 



En effet, on a 



-zm\ / zm*\ _ / zmm*z* 
m*z / \—mz / V m*zz*m 



(2.152) 



(2.153) 



ce qui prouve que || [A, (x, y)} || < 1 si et seulement si zmm*z* et m*zz*m. La derniere de ces 
matrices etant simplement un nombre reel, elle est de norme un si et seulement si Tr (mm*z*z) < 
1. Puisque mm* est une matrice de rang 1, il en est de meme de zmm*z*, ce qui implique que tous 
ses determinants extraits d'ordre > 2 sont nuls. On en deduit que son equation caracteristique 
est 

A" - Tr(zmm*z*)A n - 1 = 0, (2.154) 

ce qui prouve que 

||zmm*z*|| = Tr(zmm*z*) = Tr(mm*z*z). (2.155) 

Avant d'aborder cette etude, nous pouvons simplifier le probleme de la maniere suivante. 
Si nous multiplions l'operateur A par une constante A > 0, il est clair que la distance est 
multipliee par la constante 1/A. En appliquant cela, on peut toujours supposer que le vecteur 
m est normalise, quitte a multiplier la distance par l/|m|, avec \m\ = y/m*m. Bien entendu, 
nous supposons que m est non nul, car si tel etait le cas, il est clair que toutes les distances 
seraient infinies car (|2.152|) est verifiee pour toutes valeurs de x et y. 



De plus, en utilisant l'invariance de jauge de la distance (cf §1.2.2), nous pouvons supposer 
que m = (1, 0, . . . , 0). En effet, nous avons montre qu'il est equivalent de faire une transforma- 
tion de jauge sur l'operateur de Dirac ou de la faire sur les etats. En effectuant la transformation 
associee a l'unitaire (u, 1), oiiu G M n (C) permet de transformer m en (1, 0, . . . , 0), on se ramene 
au cas m = (1, 0, . . . , 0). Dans ce cas, les contraintes donnee par ( [2.152|) se reduisent a 

n n 

^|^| 2 et ]>>ii| 2 > (2.156) 

3=1 i=l 

oil Zij designe l'element de la matrice z situe sur la ligne i et la colonne j. 
II est aussi utile d'introduire sur le produit scalaire usuel 

(x,y)=x*y, (2.157) 

ce qui fait de m un vecteur unitaire. 

Les distances entre etats purs de cette algebre sont de deux types. Nous pouvons soit calculer 
la distance entre deux etats purs de M n (c), soit calculer la distance entre un etat pur de M n (c) 
et 1' unique etat pur de C. 



94 



CHAPITRE 2. CLASSIFICATION DES TRIPLETS SPECTRAUX FINIS 



Commengons par ce dernier cas. Soit (f>^ l'etat pur de M n (c) determine par le vecteur unitaire 
£ G C n . Son action sur x G M n (C) est ? = Tr(£*x£) et on a 

|Tr(fxO-y| = |Tr(t Z OI, (2-158) 

compte tenu de Tr(^*^) = 1. Nous devons done calculer le maximum de |Tr(£*z£)| = |Tr(££*z)| 
avec les contraintes donnees par (|2.156| ). 
Puisque 

|Tr(rzOI=E^j, (2-159) 

ij 

il est clair que si ^ pour au moins un des indices i G {2, 3, . . . , n}, en prenant Zu = z a = 
et Zij = L > si i et j sont distincts de 1, les contraintes (|2.156| ) sont toujours satisfaites. En 
faisant tendre L vers l'infini, on obtient une distance infinie. 
Dans le cas contraire, on a 

Tt(ex) = E^i + E?i z ^j- (2-i6o) 

i j 

En appliquant Cauchy-Schwarz a chacun des termes du second membre de cette equation, en 
deduit que 

|Tr(CzOI <1- (2.161) 

Reciproquement, en choisissant Zu = £j et Zj\ = £■ il est clair que les conditions (|2.156|) sont 
satisfaites et que 

|Tr(«)l = l, (2-162) 

ce qui prouve que la distance est egale a 1. 

La distance entre deux etats purs de M n (C) determines par les vecteurs unitaires £ et ( se 
calcule de maniere identique. Soit x G M n (C), y G C et z = x — yl n . Commengons par remarquer 
que 

|Tr(£X) - Tr(CX)l = |Tr(z£C) - Tr(zCC)|, (2.163) 

ce qui s'ecrit aussi 

|Tr(£X) - Tr(CX)l = E z ij(£i£j - CiCj)- (2.164) 

ij 

Supposons dans un premier temps que |^2| 2 — IC2I 2 soit non nul. Dans ce cas il est clair que 
si on choisit Z12 = Z21 — z\\ = et Z22 = L, les conditions donnees par ( |2. 156| ) sont satisfaites 
et on a 

|Tr(£X) - Tr(CX)l = ||6| 2 - IC 2 | 2 | L. (2.165) 

En faisant tendre L vers l'infini, on trouve = +00. 

Si on a |£ 2 | 2 — IC2I 2 = 0, alors 

|Tr(rxO - Tr(CX)l = +z 2 i(f 2 £i - C2C1) + z i 2 (?i6 - C1C2). (2.166) 

car on a aussi l^ij 1 — ICi] 1 = puisque |£i| 2 + |£ 2 | 2 = 1 et |Ci| 2 + IC2I 2 = 1- Dans ce cas on a, 
compte-tenu de (|2.156|) , 

|Tr(rzO - Tr(C*zC)| 2 < 2 Ci6 - C1C2 , (2.167) 
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qui est atteint en prenant 



Zu = 0, z 12 = z 21 = e 



iarg(£l&2-CiC2) 



(2.168) 



Cette derniere relation suppose que £-^2 — C1C2 est non nul. Si tel est le cas, alors, compte tenu 
de|e 1 | 2 = |e 2 | 2 etde|Ci| 2 = |C 2 | 2 ,ona 



£1 Ci 
£2 C2 



0. 



(2.169) 



ce qui prouve que les etats dermis par les vecteurs £ et 77 sont identiques. Par consequent la 
distance les separant est nulle et on a 



d(£,C) = 2 £i£ 2 -GC2 



(2.170) 



dans les deux cas. 

Cette relation peut se reecrire sous une forme intrinseque de la maniere suivante. Puisque 

|£i| 2 = |6| 2 et|Ci| 2 = |C2| 2 ,ona 



a* - cc 



£i£ 2 - C1C2 



ce qui montre que 



_ 2 



*\2 



En developpant la trace, on obtient 

^2-CiC 2 | 2 = 2(i-|(£,CI 2 ) 



d'ou 



(2.171) 

(2.172) 

(2.173) 
(2.174) 



d(e,o = V 2 - 2|<e,oi 2 

Nous pouvons utiliser l'homogeneite de la distance et l'invariance de jauge pour nous 
ramener au cas general d'un vecteur m quelconque. En conclusion, 



d(l, £) = si £ et m sont proportionnels, 
c?(l,£) = +00 sinon, 



(2.175) 



oil nous avons note 1 l'unique etat pur de C. La distance entre deux etats purs de M n (C) est 
donnee par 

' d(£,() = |^ v /2-2|(£,C| 2 ) si |(m, 01 = l(m,C)|, (2 17g) 

d{£, C) — +°° sinon, 

Terminons l'etude de cet exemple par une interpretation geometrique de cette distance en 
dimension 2. 

Nous savons que l'espace des etats purs de M 2 (C) est la droite projective complexe PC 1 
qui est isomorphe a la sphere S 2 en tant que variete differentiable. Cet isomorphisme peut etre 
construuit a l'aide de la fibration de Hopf [|N|]. En effet, si (z±, z 2 ) est un vecteur unitaire de C 2 , 
defnissons trois nombres reels a, [3, 7 par 



a = 2^(z{z 2 ) 
(3 = 2%( Zl z 2 ) 



7 



z l ~ Z 2\ ■ 



(2.177) 
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II est aise de verifier que a 2 + [3 2 + r y 2 = 1, ce qui montre que les relations precedentes definissent 
une application ir de S 3 (les vecteurs unitaires de C 2 ) dans S 2 . Cette application est surjective 
mais non injective car deux elements unitaires de C 2 ont meme image par n si et seulement si 
l'un se deduit de l'autre par multiplication par une phase. Par consequent ces deux vecteurs 
determinent le meme etat pur et nous avons bien un isomorphisme entre l'espace des etats purs 
et la sphere S 2 . 

Notons (a, j3, 7) et (5, e, 77) les points de la sphere associes a deux etats purs £ et (. si 
nous choisissons m = (1,0) pour simplifier nos notations, la distance precedente determine un 
distance sur S 2 donnee par 



C) = \f(a - 5) 2 + (13 - e) 2 si 7 = 77, (2.178) 
I d(£, C) = +00 sinon, 

Cela signifie que notre distance n'est autre que la distance euclidenne restreinte aux plan 
d'altidue constante, la distance entre des points situes dans des plans d'altitudes differentes 
etant infinie. ■ 



Dans le cas que nous venons d'etudier, la distance est invariante de jauge en ce sens que si 
on prend un unitaire u e U(n), la distance entre les etats transformed de jauge w£ et u( est la 
meme que celle entre £ et (, puisque cette distance ne depend que du produit scalaire entre £ 
et (. Ceci decoule du fait que la contrainte || [A, (x, y)} \ \ < 1 ne fait pas intervenir le vecteur 
unitaire ip apparaissant dans la decomposition de l'operateur de Dirac donnee par m = \m\ip. 
En effet, nous savons, par la propriete de covariance de la distance, que la distance entre w£ 
et u( avec l'operateur A est egale a la distance entre £ et ( avec l'operateur mAm" 1 . Or cette 
derniere transformation sur l'operateur de Dirac equivaut a changer ip en wp. Etant donne que 
la contrainte ne depend pas de ip, les distances obtenues sont les memes dans les deux cas. 

Dans le cas general, cette propriete n'est plus verifiee, car les contraintes obtenues avec 
un operateur de Dirac et son transforme de jauge ne sont plus necessairement equivalentes. 
Cependant les distances sont toujours covariantes, et on peut definir une distance invariante de 
jauge sur les classes d'equivalence d'etats purs en utilisant la methode introduite au cours du 
chapitre precedent. Deux etats sont equivalents si et seulement si ils peuvent etre deduits l'un 
de l'autre par une transformation de jauge. Dans notre cas, deux etats purs sont equivalents si 
et seulement si ils correspondent au meme facteur M ni (c) apparaissant dans la decomposition 
de A. Par consequent, l'ensemble des classes d'equivalences est un ensemble fini a N points, 
ou iV est le nombre de facteur simples apparaissant dans la decomposition de A en algebres de 
matrices. 



2.4.2 Distances et chemins 

Nous allons etudier quelques proprietes de la distance associee a un triplet spectral fini, en 
essayant d'en donner une interpretation geometrique a l'aide de diagrammes. 

Nous partons d'un entier N et d'une matrice hermitienne A donnee par ses iV 2 blocs Ajj. 
Nous supposons que An = 0, ce qui est une condition necessaire et suflisante pour identifier A 
avec l'operateur apparaissant dans la decompostion de l'operateur de Dirac d'un triplet spectral 
fini. Sur l'ensemble fini a N elements, nous definissons une distance par 

= sup {\xi — Xj\ tel que || [A,x] || < 1} . (2.179) 

(x 1 ,...,x N )ec N 
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qui est l'analogue discret de la distance definie dans la section 2.1.3. 

Bien entendu, la condition An = ne joue aucun role dans la definition de dij, nous pouvons 
l'abandonner et etudier independement de tout triplet spectral flni. 

En vue de pouvoir interpreter geometriquement cette distance, construisons pour chaque 
couple (N, A) un diagramme. 

Definition 2.4.1 Le diagramme associe au couple (N,A), ou A est une matrice hermitienne 
formee de N 2 blocs A- tels que An = 0, est forme de N sommets qui sont relies si et seulement 



si V element de matrice A^ est non nul 



Ce diagramme permet de reperer immediatement les elements de matrice non nuls de A. 
Par exemple, si iV = 5 et si A est donne par 



A = 



/0 * * 0\ 

* * 

* * 
* * * 

\0 * 0/ 



(2.180) 



ou * designe un element non nul, le diagramme associe est 



o — o 



En general, la matrice A ne contient pas necessairement beaucoup d'elements de matrice 
nuls. II est cependant parfois interessant de pouvoir annuler certaines de ses lignes ou colonnes. 
Sur le plan diagrammatique, cela revient a isoler les sommets correspondants. Le resultat suivant 
s'avere utile. 

Proposition 2.4.3 Soit A' I'operateur obtenu en annulant une ou plusieurs lignes de A ainsi 
que les colonnes correspondantes. Alors la distance calculee a partir de A' est superieure ou 
egale a celle calculee a partir de A. 

Demonstration : 

Soit e E C N defini par d = si la ligne et la colonne % sont supprimes et = 1 sinon. e est une 
projection commutant avec tout x G A et telle que A' = e A e. On en deduit 

|| [A',x] \ \ <\\e[A,x]e\ \ <\\[A,x]\\ (2.181) 

pour tout x & A. Par consequent, la contrainte || [A, a;] || < 1 est plus forte que || [A', re] || < 1, 
d'ou l'inegalite annoncee entre les distances. □ 

Nous allons utiliser ce resultat pour donner une interpretation geometrique de cette distance 
a l'aide de chemins sur le diagramme correspondant. 

Definition 2.4.2 Un chemin reliant les sommets i et j est un ensemble de n+1 sommets dis- 
tincts i = io,ii, . . . ,i n -i,i n = j tels que A ikik+1 ^ pour tout k e 0, 1, . . . , n — 1. 

Cette notion de chemin nous permet de simplifier le calcul de la distance de la maniere 
suivante. 
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Proposition 2.4.4 La distance entre les points i et j ne depend que des elements de matrice 
situes sur les chemins reliant i et j. 

Demonstration : 

Soit A' l'operateur obtenu en enlevant toutes les lignes et les colonnes associees aux sommets qui 
ne sont pas situes sur les chemin reliant % et j et d'^ la distance correspondante. La proposition 
precedente montre que dij < d\y 

Soit / l'ensemble des sommets qui ne sont pas situes sur les chemins reliant % et j et soit x 
un element de tel que, pour tout k e /, on ait 

x k = %i si A ki ^ 
x k = Xj si A kj 7^ 

Bien entendu, il n'est pas possible que k soit relie a j et a j, car sinon il serait situe sur un 
chemin reliant % et j. Pour un tel x, il est facile de voir que [A, x] = [A', x] car A k i(xk — xi) = 
si ni k, ni / ne sont relies a i ou j. On en deduit que d'^ < dy. D'oii legalite annoncee. 

□ 

Cette derniere propriete de la distance permet de simplifier grandement beaucoup de calculs. 
Par exemple, si nous voulons calculer la distance associee a un diagramme du type suivant, 




nous pouvons eliminer tous les elements de matrice de l'operateur A, en noir sur le dessin, qui 
correspondent a des aretes situes a gauche du sommet i ou a droite du sommet j. 

Plus particulierement, cette propriete permet de ramener la determination des distances 
associees a un diagramme simplement connexe a un calcul effectue dans le cadre d'un reseau 
lineaire. Un diagramme simplement connexe est un diagramme tel que deux points quelconques 
peuvent etre relies par un et un seul chemin. 

En effet, la distance entre deux sommets i et j ne depend que des elements de matrice situes 
sur les chemins reliant % a j. Dans le cas d'un diagramme simplement connexe, il n'y a qu'un seul 
chemin joignant ces deux points, que nous definissons par ses sommets i — i, i±, . . . , i n -i, i n = j. 
Comme nous pouvons eliminer tous les elements de matrices qui n'appartiennent pas a ce 
chemin, nous pouvons remplacer A par la matrice tridiagonale suivante, 



(2.183) 



(2.182) 



/ A ioil 



i «l«0 





A ili2 





V o 



*JV-2«JV-3 

A. 



A 

*JV-l*Af-2 








*JV-2*JV-1 
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qui correspond a une chaine lineaire representee par le diagramme a N points suivant. 

o — c o — o 

Si on ne considere que 2 points, il est clair que la distance entre ces deux points est donnee 

par 




(2.184) 



ou ||A 12 || designe la norme de l'element de matrice A 12 . Cela nous amene a definir la longueur 
d'un chemin comme la somme des distances entre deux points consecutifs, considered comme 
des points isoles du diagramme. 

Definition 2.4.3 La longueur d'un chemin 7 = i , i ± , . . . , i ni , i n reliant les points i et j est 
definie par 

k=i I l^ik-iik 1 1 

Dans le cas d'une variete, la distance geodesique entre deux points est la longueur de la 
courbe la plus courte joignant ces deux points. Cela se transpose dans notre contexte de la 
maniere suivante. 

Definition 2.4.4 La distance geodesique Lij entre i et j est la longueur du plus court chemin 
reliant i et j. 

Nous pouvons comparer la distance geodesique avec la distance que nous avons definie au 
debut de ce chapitre. 

Proposition 2.4.5 La distance dij est inferieure ou egale a la distance geodesique L^. 
Demonstration : 

Soit A' la matrice obtenue en supprimant toutes les lignes et le colonnes qui ne sont pas situees 
sur un chemin realisant le minimum de la distance geodesique et d'^ la distance correspondante. 
Alors, en appliquant un des resultats precedents, on obtient d^ < d'^. Si i = i , ii, . . . , i„ = 
j designe le chemin precedent, on a, par l'inegalite triangulaire, 

n 

^<EC (2-186) 
k=i 

Puisque la distance entre %k-\ et i^ est donnee par d ik lik = ^ A 1 on obtient 

n ^ 

^■<E n A • 11 ' (2-187) 
k=i ll^fc-i*fcl I 

ce qui prouve le resultat annonce. □ 

En general, nous ne pouvons pas montrer l'egalite entre la distance precedente et la distance 
geodesique. Nous verrons aux cours des sections suivantes deux exemples dans lesquel l'egalite 
n'est pas verifiee. 

Lorsque deux points ne peuvent pas etre relies par un chemin, il est clair que leur distance 
geodesique est infinie. Pour montrer qu'il en est de meme pour la distance que nous avons 
definie, nous avons besoin du resultat suivant. 
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Proposition 2.4.6 x satisfait a [A, x] = si et seulement si V 'application i i— > x; L est constante 
sur chaque composante connexe. 

Demonstration : 

La relation [A,x] = equivaut a 

Aijfa - Xj) = 0. (2.188) 

Par consequent, on doit avoir xi = Xj si et seulement si i et j peuvent etre relies par un chemin. 
□ 

Cette relation peut s'interpreter geometriquement de la maniere suivante. En effet, si nous 
considerons d(x) = [A,x] comme l'analogue discret de la differentielle, nous avons montre que 
la differentielle d'une fonction est nulle si et seulement si cette fonction est constante sur chaque 
composante connexe. 

Nous pouvons relier la finitude de la distance a la connexite du diagramme. 

Proposition 2.4.7 La distance entre deux points est finie si et seulement si Us peuvent etre 
relies par un chemin. 

Demonstration : 

II est evident que si i et j peuvent etre relies par un chemin, alors la distance entre deux points 
est majoree par la distance geodesique, ce qui entraine sa finitude. 

Reciproquement, supposons que i et j ne puissent pas etre relies par un chemin. Alors, en 
prenant Xi = t > 0, Xk = Xi si k est relie a i et Xk = sinon, on obtient [A, x] — et Xj\ = t. 
En passant a la limite t — > +oo, on obtient dij = +oo. □ 

Enfin, terminons par un resultat qui s'avere tres utile lorsqu'on cherche a determiner ex- 
plicitement une distance. 

Proposition 2.4.8 La distance d^ est donnee par 

d^ = sup {\xi — Xj\ tel que || [A, x] || = 1} . (2.189) 

(xi,...,3: J v)GC JV 

Demonstration : 

Pour prouver cela, il suffit de remarquer que l'ensemble des x G tels que [A, a;] < 1 est un 
ensemble convexe et que les fonctions x h- > \xi — Xj\ sont convexes. Une fonction convexe ne 
pouvant atteindre son maximum que sur le bord de son domaine de definition, il est clair que 
Ton peut remplacer la condition [A, x] < 1 par [A, x] = 1. □ 



2.4.3 Un exemple simple 

Dans les deux sections suivantes, nous allons etudier en detail deux exemples simples de 
distances. 

Le cas le plus simple correspond a l'espace a trois points, c'est a dire que nous prenons 
N = 3, avec un operateur A e M 3 (R) donne par 





( ° 


Ai 2 


A13 


\ 


A = 


Ai 2 





A 23 








A 23 





/ 
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Cela correspond au diagramme suivant. 



® 



La distance est definie par dij = sup \xi — Xj\ oui= (xi, x 2 , x 3 ) est tel que la norme de la 

xGC 3 

matrice 

/ A 12 (x 2 -x 1 ) A 13 (x 3 - x ± )\ 

[A,x]= \-A 12 (x 2 - Xl ) A 23 (x 3 -x 2 )\ (2.191) 

\-A 13 (x3 - Xi) -A 23 (x 3 -x 2 ) / 

soit 1. 

Grace a une transformation unitaire, nous pouvons eliminer les phases des nombres com- 
plexes Xj — Xi = e l ^ ij \xj — Xi\. En effet, pour toute matrice unitaire U, on a ||C/[A, x] U\\ = 
| [A,x] 1 1. On choisit 



U = 



( e iai \ 









V o 







telle que 

a>i + aj = (fiij, 

ce qui est toujours possible car le systeme suivant est non degenere, 



(2.192) 



(2.193) 



(2.194) 



Etant donne que la matrice U [A, x] U* est antisymetrique reelle, sa norme est egale au mod- 
ule de sa plus grande valeur propre. Le polynome caracteristique de la matrice antisymetrique 




Oil \ 




( 023 


OL 2 




013 


«3 j 




V012 






—r 


r 





-Q 


P 



-p 





(2.195) 



est 



P(X) = X 3 - (p 2 + q 2 + r 2 )X, (2.196) 

ce qui nous mene a 

|| [A,x] || = (A 12 ) 2 \ Xl -x 2 \ 2 + (A 13 ) 2 |xi -^ 3 | 2 + (A 23 ) 2 \x 2 -x 3 \ 2 . (2.197) 

Supposons que nous voulions calculer la distance entre les points 1 et 2. En posant x = X\ — x 2 
et y = xi — x 3 , nous devons chercher la plus grande valeur de \x\ lorsque x et y satisfont a la 
contrainte 



(A 12 ) 2 |x| 2 + (A 13 ) 2 b| 2 + (A 2 3) 2 |x-y| 



(2.198) 



Cela peut encore etre simplifie en introduisant un reel 9 tel que \x—y\ 2 = |x| 2 + |?/| 2 -|-2|a;||?/| cos#, 
ce qui nous permet de supposer que x et y sont reels, car il n'interviennent plus que par 
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1' intermediate de leur modules. Finalement, nous devons chercher la plus grande valeur de x 
lorsque 

(A 12 ) V + (A 13 ) V + (A 23 ) 2 (x 2 + y 2 + 2xycos9) = 1. (2.199) 

avec x > 0, y > et 9 G [0, n}. 

La contrainte donnee par cette equation definit une ellipse Sg dans le plan xy pour chaque 
valeur de 9. La distance entre les points 1 et 2 correspond au maximum de la coordonnee x sur 
l'ensemble des ellipses Sg, avec 9 G [0, it]. Compte tenu de cos# < 1, il n'est pas difficile de voir 
que toutes les ellipses Sg sont situees a l'interieur de l'aire limitee par S$. Le maximum de x est 
done atteint sur S , dont l'equation s'ecrit 



(A 12 ) V + (A 13 ) V + (A 23 ) 2 (x + yY = 1. 



(2.200) 



La valeur maximale d de x lorsque (x, y) G So, est egale a la valeur du parametre h tel que la 
droite d'equation x = h soit tangente a l'ellipse Sq. 



i 










1 o 








X 



x<d x=d x>d 



Le changement x = h dans l'equation de Sq nous donne une equation du second degre en y, 



A 13 ) 2 + (A 23 ) 2 ) y 2 + 2h(A 23 ) 2 y + h 2 ( (A 12 ) 2 + (A 23 ) 







(2.201) 



La droite x = h est tangente a l'ellipse pour les valeurs de h telles que cette equation admette 
une unique solution en y. Cela equivaut a annuler son discriminant reduit, 

h 2 [(A 23 ) 4 - ((A 13 ) 2 + (A 23 ) 2 ) ((A 12 ) 2 + (A 23 ) 2 )] + (A 13 ) 2 + (A 23 ) 2 = 0, (2.202) 

ce qui nous donne 



du = 



(A 13 ) 2 + (A 23 )2 



\ (A 13 )2(A 23 )2 + (A 23 )2(A 12 )2 + (A 12 )2(A 13 ) : 



Par symetrie, on obtient 

^13 = 



(A 12 )2 + (A 23 )2 

\ (A 13 ) 2 (A 23 ) 2 + (A 23 ) 2 (A 12 ) 2 + (A 12 ) 2 (A 13 ) 2 ' 



(2.203) 



^2.204) 
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et 



d 



23 



(A 13 ) 2 + (A 12 ) 



\ (A 13 ) 2 (A 23 ) 2 + (A 23 ) 2 (A 12 )2 + (A 12 )2(A 



13 



|2" 



^2.205) 



II est interessant d'etudier les cas limites obtenus en annulant certains des elements de la 
matrice A. Par exemple, si on a Ai 3 = avec Ai 2 ^ et A 23 ^ et, ce qui correspond au 
diagr amine 



on a 

Si de plus on suppose que Ai 3 = 0, ce qui signifie que le point 1 n'est plus relie a 2 et a 3, on 
obtient 

d 12 = d 13 = oo, d 23 = -^— (2.207) 

I A 23| 

ce qui correspond au diagr amme suivant. 

1 



Ces deux cas limites illustrent les proprietes generates des distances, relatives a la connexite 
et a la simple connexite du diagramme, que nous avons montrees au cours du chapitre precedent. 

Se pose le probleme de la reciproque : Etant donne trois nombres du, di 3 et d 23 satisfaisant 
l'inegalite triangulaire, existe-t-il un operateur de Dirac du type precedent permettant de re- 
construire ces distances? En d'autres termes, est-ce que nous pouvons obtenir une distance 
quelconque sur un ensemble de trois points a l'aide de ce procede ? La reponse est non, car il 
est facile de voir, en utilisant leurs expressions explicites en fonction de A, que les distances 
satisfont toujours a l'inegalite 

b ij — u ik T u kj ' 

pour i, j, k G {1, 2, 3}. Cette inegalite est plus forte que l'inegalite triangulaire, car 



dl<dl + d" (2.208) 



d 2 ik + d% < (d lk + d k3 f. (2.209) 

En particulier, cette inegalite nous empeche de modeliser ainsi un reseau unidimensionnel forme 
de trois points dont les distances mutuelles sont d\ 2 = d 23 = d et d± 3 = 2d, car on a toujours 



d n < \}d\ 2 + d\ 3 = V2d < 2d, (2.210) 
ce qui explique, dans le cas particulier de trois points, les resultats obtenus dans |BLG| | et dans 



Cela dit, si on impose les ineg alites (12~208l) , nous allons voir qu'il est toujours possible de 
construire un operateur de Dirac qui correspond a cette metrique. En principe, nous avons 
a resoudre un systeme d'equations non lineaires, car il faut inverser les formules donnant les 
distances en fonction des elements de matrice de A. Cependant, nous pouvons toujours reecrire 
(|2.203|) sous la forme 



-W = ( A i 2 ) 2 + - | i ■ ( 2 - 211 ) 

"12 ( Al3 )2 ' (A 23 ) 2 
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En posant R23 = 1/|A 23 | 2 , R13 = l/|Ai 3 | 2 et R12 = l/|Ai 2 | 2 , nous pouvons ecrire cette equation 
sous la forme 

3T = — + " ' ( 2 - 212 ) 

"12 Rl2 R23 + Rl3 

ce qui signifie que d\ 2 est la resistance equivalente au montage en parallele de la resistance Ru 
avec l'ensemble des resistances R13 et R23 montees en serie. Par permutations circulaires, nous 
obtenons des formules analogues pour l/df 3 et l/rff.3. 




Ainsi, passer des carres des elements de matrice de l'operateur A aux inverses des carres des 
distances consiste simplement a transformer le systeme de resistances "triangle" en un syteme 
"etoile". Si nous posons Rij = 1/|A| 2 -, alors il ressort de l'etude precedente que d 2 j = + Tj. 
Donnons nous trois nombres reels strictement positifs d\2, d%3 et ^3 satisfaisant aux inegalites 
(|2.208|). Nous construisons les resistances "etoiles" comme solution du systeme lineaire 




d 2 
"12 

d 2 

"13 

d 2 
u 23 



(2.213) 



ce qui nous donne 



2ri 
2r 2 
2r 3 



d 2 
"12 

d 2 
"12 



+ ^13 ^23 



+ ^23 ^13 



(2.214) 



u 13 ^ u 32 u 12- 



II est a noter que pour que ce syteme defmisse des resistances il est capital que les inegalites 
(|2.208|) soient satisfaites. Les formules de passage entre les sytemes "triangle" et "etoile" sont 



classiques et peuvent etre trouvees dans El. Ainsi, connaissant les resistances Ti nous pouvons 



construire les resistances R^ ainsi que les elements de matrice de l'operateur de Dirac, que nous 
choisirons positifs. Par exemple, nous avons 



R 



12 



^1^2 + r X r 3 + r 2 r 3 
r 3 



(2.215) 



d'ou il ressort que 



A 



12 



\ 



2(<if 3 + a 



23 



d 2 2 ) 



2^12^13 ^23 "I" 2c?i2^23 



d\3 



+ 2c? 2 3 c?2 3 d 12 



(2.216) 



Par permutations circulaires, nous obtenons des formules analogues pour A i3 et A 23 . Etant 
donnee la correspondance que nous avons montree entre resistances equivalentes et distances, 
il est clair qu'un tel operateur de Dirac nous redonnera, apres calcul par les methodes 
precedemment exposees, des distances egales aux nombres dy. Cela prouve que n'importe quel 
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systeme de distances sur un espace a trois points satisfaisant aux inegalites (|2.208| ) peut etre 
obtenu de la sorte. 

Bien que cette analogie entre distances et resistances equivalentes soit seduisante, elle n'est 
plus valable pour un systeme de plus de trois points. 



2.4.4 Un exemple plus complique 

Apres avoir calcule explicitement les distances sur un ensemble de trois points, il est naturel 
de chercher a etendre ces resultats a des exemples plus compliques. En particulier, a partir de 
quatre points, nous rencontrons des difficultes nouvelles. 

Considerons done un triplet spectral correspondant a un ensemble a quatre points, avec 
l'algebre commutative A = C 4 representee de maniere naturelle sur 7i = C 4 . Nous choisissons 
un operateur A e M 4 (c), hermitien et dont tous les elements situes sur la diagonale sont nuls. 

Avec nos notations habituelles, la matrice [A,x] s'ecrit 



[S,x] 



1 







Ai 2 (x 2 - 


- Xi) 


Ai 3 (x 3 - 


an) 


A 14 (x 4 - 


Xi) 


\ 




-A* 12 (x 2 


- an) 







A 23 (x 3 - 




A 24 (x 4 - 








-A* 3 (x 3 


- an) 











A 34 (x 4 - 








-A* 4 (x 4 


- an) 


-A* 4 (x 4 


-x 2 ) 


-A* 4 (x 4 - 


- x 3 ) 







) 



(2.217) 



Dans le cas de trois points, nous avons traduit la condition 1 1 [A, x] \ \ < 1 a l'aide des valeurs 
propres de cette matrice, ce qui a necessite l'elimination des phases pour nous ramener au cas 
plus simple d'une matrice antisymetrique. II est facile de voir que dans le cas de quatre points, 
une telle methode ne sera pas utilisable en toute generalite, car si nous voulons absorber les 
phases par multiplication par des unitaires, nous ne diposons que de 4+4=8 parametres alors 
qu'il y a 6+6=12 phases qui apparaissent. 

Cependant, meme si nous avions elimine toutes ces phases, la contrainte 1 1 [A, x] 1 1 < 1 est en- 
core trop compliquee pour etre exploitable dans le cas general. En effet, supposons que l'algebre 
soit reelle, ainsi que la matrice A, ce qui implique que [A, x] est une matrice antisymetrique. 
Le polynome caracteristique de la matrice antisymetrique 



/ 





E x 


E 2 


E 3 \ 




-E 1 





-B 3 


B 2 




—E 2 


B-s 





-Bx 


V 


—E 3 


-B 2 


Bx 


/ 



(2.218) 



est 



P(X) = X 4 + (E 2 + B 2 ) X 2 + (E-B) . 
Par consequent, cette matrice est de norme plus petite que 1 si et seulement si 



(2.219) 



e 2 + b 2 + Me 2 + b 2 ) -a(e-b 



< 1, 



(2.220) 



ce qui equivaut a 



E 2 + B' 



E-B) <1 et E 2 + B 2 <2. 



f2.221^ 



Lorsque nous appliquons cela a la matrice [A, x] nous voyons apparaitre des termes quartiques 
en les variables Xj, ce qui rend la determination de la solution generale tres difficile. 



106 



CHAPITRE 2. CLASSIFICATION DES TRIPLETS SPECTRAUX FINIS 



Nous allons etudier le cas particulier du reseau lineaire a quatre points. Pour cela, nous 
revenons a l'algebre complexe A = C 4 et nous choisissons un operateur A tridiagonal, 



A 



( 


Ai 2 





^ 


A* 





A 23 








A* 

^23 





A 34 


V o 





A* 

^34 


/ 



(2.222) 



ce qui correspond a un diagramme lineaire du type 



Introduisons les variables X 
d'ecrire [A, x] sous la forme 



[A,x] = A 



X-2 



\ 



-x l} Y 


= x 3 - 


X2 et Z = 


X3 - 





A 12 X 








A* 12 X 





A 23 r 













A34 








-A* M Z 






X4, ce qui nous permet 



(2.223) 



Nous separons les modules et les arguments de chacun des termes de cette matrice 



[A,*] 



V 





Ai 2 ||X|e ie21 





A 12 ||X|e iei2 


■|A 2 ,||YV fe 



V23 









\Y \e id23 


A 34 \\Z\e i94S 






Aw\\Z\e ie3i 



\ 







(2.224) 



II est facile de voir que l'on peut toujours eliminer ces phases par multiplication a droite et a 
gauche par des matrices unitaires et diagonales. La matrice [A, x] et la matrice antisymetrique 
reelle 



V 





|Ai 2 ||X| 





A 12 ||X| 





-|A 23 ||^| 






|A 23 im 







IA 



31 






IA34I 





(2.225) 



ont done meme norme et la condition || [A,x] || < 1 est equivalente a 



IA 



121 



XI 2 + |A 23 | 2 |y| 2 + IA 



31 1 



A 12 | 2 |A 34 | 2 |X| 2 |F| 2 < 1 



^31 



(2.226) 



compte tenu de ( |2.221|) . 

Pour calculer la distance du, nous devons chercher le maximum de \X + Y + Z\ lorsque 
la contrainte (|2.226|) est satisfaite. Puisque cette contrainte ne depend que des modules des 
variables, il est clair que le maximum sera atteint lorsque ces variables sont des reels positifs. 
Nous pouvons done, sans perte de generalite, supposer que X, Y et Z sont des reels positifs. De 
plus, nous avons montre que le maximum est atteint lorsqu'il y a egalite, ce qui nous permet, 
en posant 

x = X 

y = Y (2.227) 
z=X+Y+Z 
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d'extraire z sous la forme 

z(x, y) = x + y + 



A 



23 



(2.228) 



Puisque du est le maximum de X + Y + Z = z, nous allons chercher les extrema de la 
fonction z. Ceux-ci sont atteints lorsque 



dz 

dx 



A 2 



|A 2 



dz = 1 _ y Mi. 



t "34 u 



A 23 |V 1^A|7^ 







0. 



(2.229) 



Apres des calculs assez longs mais tres simples, on trouve que zaun unique maximum, ce qui 
nous permet de donner la distance entre les points 1 et 4, 





A 


23 




|A 


12 


|A 34 | 



\ 



|A 23 


2 + 


A 34 


2 


|A 23 


2 + 


A 12 


2 



+ 



IA 



23 



IA 



12 



MA 



2:-! I 



IA 



3d I 



+ 



I A I 4 
1^23 1 



|A 12 | 2 |A 34 | 2 | 



A 23 | 2 +|A 12 | 2 J|A 23 | 2 



|A 34 | 2 
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Dans le cas particulier ou tous les elements de matrices sont egaux a un nombre reel positif 
1/L, cette formule se simplifie considerablement. Tenant compte des distances donnees pour 
deux et trois points, on obtient 



d 



12 



L, c?i 3 = v^2 L, d 



11 



2L. 



(2.231) 



En general, pour une chaine lineaire de longueur quelconque dont tous les elements de matrice 
sont des nombres reels positifs egaux a L, la distance entre les points 1 et n est donnee par [|A|] 



d 



In 



nL/2 



si n est pair, 
d\n = y(n — 1)(^ + 1) L/2 si n est impair. 



(2.232) 



Dans tous les cas, cette distance ne correspond pas a la distance naturelle dij = \i — j\L que 
Ton peut definir sur un reseau lineaire. De ce fait, les triplets spectraux finis correspondant ne 
peuvent decrire un reseau unidimensionnel. 



Une solution a ce probleme a ete apportee dans |DiM]. Considerons un triplet spectral fini 
avec l'algebre A = C N , representee sur Ti = C N 



C N par 



x G 



x 
x 



e M 2N (c). 



(2.233) 



L'operateur de Dirac (ce que nous appelons A, le veritable operateur de Dirac etant obtenu par 
symetrisation par la conjugaison de charge) est 



A 



M 

M* 



(2.234) 
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ou la matrice M G Mjv(C) est definie par 

f0 l/L 

M = 

Vo 

Ce triplet spectral admet une chiralite x donnee par 



\ 

l/L 
/ 



^2.235) 



X 



1 
-1 



(2.236) 



et il n'est pas difficile de montrer qu'il satisfait a tous les axiomes en utilisant la methode 
diagrammatique, comme nous l'avons deja fait au cours de ce chapitre. 

En utilisant ce triplet spectral, on montre [piM|| que la distance entre le point i (cor- 
respondant a l'etat pur 4>i{ x i, ■ ■ ■ > x n) = %i) et le point j (correspondant a l'etat pur 

\i — j\L. Cette distance est la distance naturelle 



,x N 



Xj) est donnee par di 



sur un reseau lineaire, et on peut etendre cette construction au cas d'un reseau cyclique. 

Pour faire le lien avec les exemple que nous avons etudies, il est commode d'effectuer un 
changement de base. Defmissons l'operateur U de TC = C 2 ® C dans lui-meme par U(x <S) y) — 
y ® x. II est facile de voir que par conjugaison par U la representation de x devient 





V o 












(2.237) 



De meme l'operateur de Dirac s'ecrit, dans cette nouvelle base, sous la forme d'une matrice 
tridiagonale, 



'2.238) 



avec 



/ N 







o\ 


N* 


N 






o '•. 











N* 





N 


V o ... 





N* 


0/ 


N — 


fo 


1/L\ 






J 
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Ainsi, ce choix de l'operateur de Dirac differe du notre en ce sens que les elements de matrice 
de A sont des matrices 2x2 alors que dans les exemples que nous avons etudies, ces elements 
de matrice etaient des nombres complexes. 



2.5 Algebres reelles 

2.5.1 La matrice de multiplicity 

La methode que nous avons developpee au cours de ce chapitre pour etudier les triplets spec- 
traux finis n'est appliquable que dans le cas d'une algebre complexe dont la representation sur 
l'espace de Hilbert est lineaire sur C. Ceci est suffisant pour une etude de nature mathematique 
des geometries non commutatives finis, car aucune modification substancielle des resultats que 
nous avons montres n'est a prevoir dans le cas reel. 
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Cependant, le triplet spectral fini correspondant au modele standard est construit avec une 
algebre reelle. Pour pouvoir etudier les applications de la geometrie non commutative a la 
physique des particules, il est done absolument necessaire d'etendre nos resultats au cas des 
algebre reelles. 

Lorsque l'algebre est reelle, elle s'ecrit comme une somme directe d'algebres de matrices 

N 

A = © M ni (K), (2.240) 

i=l 

dont les coefficients peuvent etre des reels (K = R), des complexes (K = C) ou des quaternions 
K = H. 

Bien entendu, toute representation de A est semi-simple et ses representations irreductibles 
sont donnees par les representations irreductibles des differents facteurs M ni (K). 
Les representations irreductibles de l'algebre M n (K) sont 

- la representation fondamentale sur C n lorsque K = R, 

- la representation fondamentale sur C n et sa complexe conjuguee lorsque K = C, 

- la representation fondamentale sur C 2n lorsque K = H. 

II convient de remarquer que si K = R, la representation sur C n n'est pas irreductible car 
elle s'ecrit comme somme de deux representations sur R n . Cependant, l'espace de Hilbert Ti, 
du triplet spectral est toujours un espace vectoriel complexe, aussi nous n' effect uerons jamais 
cette decomposition et nous considererons cette representation comme irreductible. 

Dans le cas quaternionique, nous identifions les elements q de H avec les matrices 2x2 
complexes du type 

»-(; 7)> (2 - 24i) 

ce qui permet de definir la representation fondamentale de M n (K) sur C 2n . De plus, la relation 



(|2.241|) entraine 

q = uqu- 1 (2.242) 

avec 

«=(_° 1 £), (2-243) 

ce qui entraine que la representation fondamentale de M n (K) et sa complexe conjuguee sont 
equivalentes. 

A partir de ces considerations, nous pouvons decomposer toutes les representations de A sur 
H qui apparaissent dans les sections 2.2.1-2.2.3 en representations irreductibles. Nous devons 
simplement remplacer les indices i, j, ... permettant de reperer les facteurs simples par des 
indices qui designent les representations irreductibles de ces facteurs. Nous modifions done la 
definition de la matrice multiplicite comme suit. 

Definition 2.5.1 Les elements de la matrice de multiplicite d'un bimodule construit avec des 
algebres reelles sont reperes par les representations irreductibles de ces algebres. 

Avec cette definition de la matrice de multiplicite, nos resultats s'etendent au cas reel. 

Proposition 2.5.1 Tous les resulats des sections 2.2.1-2.2.3 restent valables dans le cas des 
algebres reelles. 

II est important de noter que cette extension n'est valide que pour les resultats concernant la 
structure de bimodule et les operateurs du premier ordre. La chiralite et la dualite de Poincare 
subissent certaines modifications lors du passage aux algebres reelles. 
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2.5.2 La chiralite 

La chiralite est une involution hermitienne x Qui doit s'ecrire sous la forme 

X = Y,< x p)J<Vv)J~ X ( 2 - 244 ) 

P 

G A. La decomposition par blocs de la chiralite est toujours valable 

X = © Xij I ni ® I miJ ® 4j (2.245) 
y 

avec Xij = ±1- Bien entendu, les indices i et j correspondent aux representations irreductibles 
de A et m^- est la matrice de multiplicite introduite dans la definition precedente. 

Cependant, Xij e ^ Xki ne son t P as independants lorsque les representations k et I sont egales 
ou conjuguees hi et j. En introduisant la matrice 

/% = Xij m ij, (2.246) 

les contraintes imposees a la chiralite sont donnees par la proposition suivante. 

Proposition 2.5.2 La matrice faj satisfait a ^ij^jj > 0. 

i designe la representation complexe conjuguee de celle associee a i. Si elle est reelle ou 
quaternionique on a simplement i = i. Ce resultat se demontre aisement en ecrivant explicite- 
ment Xij en fonction de x p et y p et en utilisant Xij — Xij- 



2.5.3 Dualite de Poincare 

La K-theorie des C*-algebres reelles est un peu plus compliquee que dans le cas complexe 



Schrjl . Le theoreme de periodicite de Bott est toujours valide mais la periode est 8 au lieu 
de 2. On a done K P+8 (A) = K p (A), ou K P (A) est defini par iteration de la suspension (voir 
Appendice B). Bien entendu on a toujours 

/ N \ N 

K p © M ni (K) = © K p (M n .(K)) (2.247) 

\i=l / i=l 

ainsi que K p (M n (K)) = K P (K). 

On a K (K) — Z et les groupes d'ordre superieur contiennent de la torsion, i.e. un sous- 
groupe fini du type Z 2 dont nous ne tenons pas compte ici. 

Dans ce cas, la dualite de Poincare ne fait intervenir que les projections hermitiennes e E A 
qui forment une base de K (A). Par consequent, la formulation de la dualite de Poincare est 
parfaitement similaire a celle que nous avons rencontree dans le cas complexe. Nous devons 
malgfe tout noter deux differences importantes : 

- La seule projection non nulle e G K est l'identite, ce qui entraine Tr(e) = 2, 

- La projection egale a l'identite de C apparait dans la representation fondamentale de 
M n (c) et dans sa complexe conjuguee, 

En consequence, la matrice de la forme d'intersection fl^ n'est plus egale a /i^. 

Proposition 2.5.3 La matrice de la forme d'intersection s'obtient en multipliant les lignes 
et les colonnes de fiij associees aux quaternions par 2 et en additionnant les contributions d'une 
representation et de sa complexe conjuguee en une seule ligne ou colonne. 

Par consequent, la dimension de fly est donnee par le nombre de facteurs simples de la 
decomposition de A alors que la taille de /i^ est donnee par le nombre de representations 
irreductibles de A. 
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Construction de modeles en physique 
des particules 

3.1 Le modele d'espace-temps 

3.1.1 Generalites 

Depuis que les theories de jauge sont devenues la pierre angulaire de la physique des par- 
ticules, la construction de modeles fait de plus en plus appel a des notions de geometrie et 
de topologie. En effet, la notion de symetrie de jauge est d'essence purement geometrique et 
sa formulation la plus elegante repose sur la geometrie differentielle. De plus, cette approche 
geometrique permet de mieux comprendre les similarites entre les theories de Yang-Mills, comme 
l'electromagnetisme ou la chromodynamique, et la gravitation : toutes deux sont des theories 
de jauge. 

Sur le plan mathematique, la geometrie non commutative permet, grace a un formalisme 
algebrique, de generaliser la plupart des notions de base de la geometrie differentielle en s'af- 
franchissant de la commutativite de l'algebre des coordonnees. II est done naturel d'utiliser 
cette nouvelle approche de la geometrie differentielle en physique. 

Puisque le modele standard, confirme a l'heure actuelle par la plupart des experiences, 
est une theorie de jauge avec brisure spontanee de symetrie, nous essayerons de comprendre 
comment on peut construire de tels modeles, ainsi que leur couplage a la gravitation, a l'aide 
de la geometrie non commutative. Nous essayerons de delimiter la classe de modeles qu'il est 
possible d'obtenir et nous mettrons l'accent sur les contraintes que cela engendre. 

Pour cela, nous devons choisir un modele d'espace-temps, a partir duquel sera construite la 
theorie. Pour determiner l'algebre A a partir de laquelle on construit les triplets spectraux que 
nous utiliserons, il est utile de partir des symetries que doit posseder la theorie. Les theories 
de jauge couplees a la gravitation sont invariantes sous deux types de transformations, qui 
doivent etre des automorphismes de l'algebre des coordonnees. D'une part, la theorie est in- 
variants sous Taction des diffeomorphismes de l'espace-temps qui forment le groupe des auto- 
morphismes de l'algebre C°°(Ai). D'autre part les particules elementaires sont situees dans cer- 
taines representations de groupes de Lie compacts et semi-simples. Ces derniers correspondent 
naturellement aux automorphismes d'une somme directe d'algebre de matrices. Pour obtenir 
simultanement ces deux types de symetries, il est necessaire de combiner l'algebre C°°(A4) avec 
une algebre de dimension finie Af- Le choix le plus simple consiste a prendre pour A un produit 
tensoriel C OD (Ai) ® Af, dont les automorphismes comprennent les diffeomorphismes de Ai et 
les transformations de jauge locales qui sont donnees par les elements unitaires de A. 
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Le modele retenu combine la geometrie de l'espace-temps ordinaire avec celle d'un espace 
discret, qui decrit les degres de liberte internes de la theorie. Plus precisement nous allons 
partir d'un triplet spectral qui est le produit du triplet spectral de la geometrie ordinaire par 
un triplet spectral fini. 

Bien entendu, il est possible de considerer une situation plus generate dans laquelle nous 
remplagons ce produit de l'espace-temps par un espace discret, qui decrit un fibre trivial, par 
un espace fibre dont la topologie est non triviale ; la base de ce fibre est l'espace-temps alors 
que la fibre decrit les symetries internes. A partir d'un tel objet, il est possible de construire un 
triplet spectral qui generalise la notion de produit d'un triplet spectral par un triplet spectral 
fini (cf § 2.2.4). 

3.1.2 Produit tensoriel de triplets spectraux 

Commengons par donner la definition d'un produit tensoriel de triplets spectraux. 

Proposition 3.1.1 Soit (Ai, Tli, X>i) et (*4. 2 , 7i 2 , £* 2 ) deux triplets spectraux de dimension ni 
et n 2 , oil (Ai,HiT>i) est suppose pair. Alors (A,TC,V) defini par 

A = Ai® A 2 , H = H X ® H 2 , 

V = V l ®id2 + n®V 2 , (3.1) 

est un triplet spectral de dimension n = ni+n 2 appele produit de (Ai, 7ii, £>i) par (A2, Ti-2, 2^2) ■ 

Bien entendu, la representation n de A sur Ti est le produit tensoriel ~K\ ® 7r 2 , de meme que 
l'on &J = J 1 <g>J 2 . 

Pour que ce produit puisse etre defini, il est necessaire que l'un au moins des triplets spec- 
traux soit pair. Cela nous permet de definir l'operateur de Dirac du produit comme etant 
V — T>i <S> id 2 + 71 <S> T>2, ce qui nous assure que nous obtenons l'operateur de Dirac usuel dans 
le cas du tore plat T 2+n = T 2 xT" 

De plus, pous avons 

V 2 = {V l f ®id 2 + id l ®{Vf, (3.2) 

ce qui garantit la validite de la formule d'addition des dimensions : la dimension du produit est 
la somme des dimensions. 

Proposition 3.1.2 Lorsque les deux triplets spectraux sont pairs, leur produit est egalement 
pair. 

La chiralite est definie comme etant le produit tensoriel des chiralites, x — Xi ® X2- H est 
clair que c'est une involution hermitienne satisfaisant a toutes les relations de commutation 
imposees a la chiralite. 

Pour montrer qu'elle satisfait a l'axiome d'orientabilite, il faut trouver un cycle de Hochschild 
c de dimension n tel que 7r(c) = x? sachant qu'il existe deux cycles de Hochschild c\ et c 2 de 
dimensions n x et n 2 tels que Ti\{c\) = Xi e ^ ^2^2) = X2- Pour cela, introduisons la notion 
suivante. 

Definition 3.1.1 Soit a une permutation des p + q indices i±, . . . , i p , i p +i, . . . , i P + q - cr est un 
(p,q)-battement si on a 

cr(ii) < a(i 2 ) < ... < a(i p ) (3.3) 

et 

v(i P +i) < o~(i 2 ) < ... < o-(i p+q ) (3.4) 
pour tous les indices i±, . . . ,i p + q - Nous notons S PtQ Vensemble des {p,q)-battements. 
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L'introduction de cette notion se justifie par le resultat suivant |[Lo|| . 

Proposition 3.1.3 Soient A et B deux algebres, a = ao <E> oi ® a p G C p (^4) et b = 

b <S> b p+ i ® . . . ® G C q {B) deux cycles de Hochschild. Notons c = a <8> b , q, — a» Cg) 1 sz 
i G {1, . . . ,p} et q = 1 ® 6j si i G {p + 1, . . . ,p + q}. Alors sh(a, b) G C p+q (A ® <6) defini par 

Sh(a, b) = e ( a ) C ® c <x(l) ® • • • ® C <r(p+g) (3.5) 

esi un cycle de Hochschild, appele "shuffle product" de a par b. 

Appliquons cette construction pour definir c a partir des cycles c\ et c 2 . Pour cela, com- 
mengons par remarquer que le resultat precedent n'est pas modifie si les premiers termes ao et 
bo appartiennent aux algebres A <g> A op et B ® B op , puisque les facteurs A op et B op ne sont pas 
concernes par la multiplication par les elements de A et de B. 

Definissons c par 

(n 1 +n 2 )\ , , , , 

c= j — —sh(c 1 ,c 2 ). (3.6) 

ni'.n2 ] . 

Grace a la proposition precedente, c est un cycle de Hochschild. En utilisant les relations 

[D,7r(ai®l)] = [I>i,7ri(oi)]®idi, (3.7) 
[P,7r(l®a 2 )] = xi<g> [P 2 ,7r 2 (a 2 )], (3.8) 

pour tout ai G Ai, il est facile de verifier que 7r(c) = Xi ® X2, ce qui justifie la definition de x 
comme le produit tensoriel Xi ® X2- 

De meme que la formule de Kiinneth permet d'exprimer l'algebre different ielle d'un produit 
de varietes a l'aide des formes differentielles sur chaque facteur, le calcul differentiel associe a un 
produit de triplets spectraux a ete determine a l'aide des calculs differentiels associes a chaque 
facteur |[KT|| . Nous n'aurons besoin que du resultat relatif aux 1-formes, qui ne necessite pas 
l'introduction des champs auxiliaires. 

Proposition 3.1.4 L'espace des 1-formes Vl\j(A) associees au produit s'exprime en fonction 
de 0- formes et des 1-formes de chaque facteur par 

n l v {A) = n l Vl {A x ) ®n% 2 {A 2 ) + 71^ (A) o^C^). (3.9) 

Considerons le produit tensoriel du triplet spectral relatif a une variete compacte de dimen- 
sion paire n munie d'une strcture spinorielle, par un triplet spectral fini (Af ) 'Hf ) 'Df). II en 
resulte le triplet spectral suivant, 

A = C°°(M)®A F , H = L 2 (M,S)®H F , (3.10) 
V = iY{d^ + u^)®Id F + 1 n+1 ®V F) (3.11) 

ou 7 M designe les matrices de Dirac en espace courbe et la connexion spinorielle. 

II convient de remarquer que ce produit fait appel a la matrice r y n+1 et ne peut pas etre defini 
lorsque la dimension n est impaire. Cependant, un produit de triplets spectraux peut etre defini 
si un au moins des deux triplets spectraux est pair. Etant donne qu'un triplet spectral fini est 
pair, il est tout aussi legitime d'utiliser la chiralite xf associe au triplet spectral (A F ,H, F ,D F ). 
Nous definissons un nouveau triplet spectral (A' ,H' ,V) par 

A' = Ap^C^iM), W = H F ®L 2 (M,S), (3.12) 
V' = V F ® / + Xf®7 m (^ + ^)- (3-13) 
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Designons par K : Tip <S> L 2 (Ai,S) — > L 2 (Ai,S) <g> TCf l'isomorphisme defini par 

X(£®^) = ^®£ (3.14) 

pour tous £ G Hf et \I> G <S et notons [/ la transformation unitaire de Tip ® L 2 (A4,S) dans 
L 2 (M, S) ®Hf donnee par 

U = ^ / + <g, 7 "+^ (3.15) 

II est facile de voir que C/ est unitaire et que 

UV'U~ 1 = V. (3.16) 

Puisque Paction ne depend que du spectre de l'operateur de Dirac, il est facile de voir que 
T> et T>' nous donnent la meme action. Etant donne que la definition de T>' ne necessite pas 
d'hypothese sur la parite de n, il serait plus logique d'utiliser V a la place de V. Cependant, 
nous sommes principalement interesses par le cas n = 4 et nous nous conformerons a l'usage 
en vigueur en prenant V. 

Comme d'habitude, l'invariance de Paction fermionique T>^>) sous les transformations de 
jauge \I/ i— > ujuj~ 1 ^ pour tout \l/ et tout unitaire u G A nous amene a remplacer l'operateur 
de Dirac T> par l'operateur de Dirac covariant T> A , 

V A = V + A + JAJ- 1 . (3.17) 

A est une 1-forme hermitienne, et se transforme, sous une transformation de jauge en 

tt(u) Aniu)- 1 + tt(m) \v,ti(u^)\ , (3.18) 

de sorte que l'operateur de Dirac covariant se transforme en 

V A i-> -k(u)Jix(u)J~ 1 V a Tiiu-^Jniu-^J- 1 , (3.19) 

ce qui assure l'invariance de jauge de Paction fermionique T> A ^/). Pour simplifier nos nota- 
tions, nous omettrons le symbole n de la representation, tout element de x G A etant identifie 
a tt(x). Nous omettrons egalement tous les symboles relatifs au produit tensoriels : 7 n+1 (g> id 
est identifie a 7™ +1 , . . . 

A est une 1-forme hermitienne du produit tensoriel, elle peut done s'ecrire sous la forme 

A = i-f (A* + J^J' 1 ) + l n+ \H + JHJ' 1 ), (3.20) 

ou A^ est une 1-forme antihermitienne d'espace-temps a valeurs dans Palgebre Af et representee 
sur Ti et H est un champ scalaire hermitien a valeurs dans Q^ f (Af)- L'operateur de Dirac 
covariant se reecrit 

V A ^ H = i>f (d, + ^ + A^ + JA^J- 1 ) + 7 " +1 0Pf + H + JHJ- 1 ). (3.21) 
Sous une transformation de jauge, le champ A^ se transforme de maniere habituelle 

A„ ^ uA^ 1 + ud^u' 1 . (3.22) 
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Le champ scalaire H a une loi de transformation analogue 



(3.23) 



faisant intervenir la derivee exterieure de l'espace discret. 

Cependant, H n'intervient dans l'operateur de Dirac covariant que par l'intermediaire de 
la combinaison T>p + H + JHJ^ 1 . En utilisant la decomposition de l'operateur de Dirac d'un 
triplet spectral fini, Vp = A + J7AJ7" -1 , on peut ecrire Up + H + JHJ^ 1 sous la forme 
$ + J^J' 1 , avec 

$ = # + A. (3.24) 

Puisque A est une 1-forme hermitienne, $ est une 1-forme hermitienne et on peut ecrire 
l'operateur de Dirac covariant sans utiliser Dp, 



Puisque 



u 



V F ,vT x 



u 



uAu' 1 - A, 



le champ scalaire $ se transforme de maniere homogene, 



(3.25) 
(3.26) 

(3.27) 



Grace a ce changement de variable, nous avons reussi a eliminer le terme inhomogene dans la 
loi de transformation du champ scalaire. 

Conclusion Lorsque l'espace est le produit de I'espace-temps par un espace fini non commu- 
tatif, l'operateur de Dirac covariant s'ecrit sous la forme 



^3.28) 



ou uj^ est la connexion spinorielle, A^ = A^ + J A^J~ X est un champ de jauge et $ = $ + 
JQJ^ 1 un champ scalaire tel que $ soit une 1-forme pour la geometrie de l'espace discret. 
Sous une transformation de jauge, on a 



A u i-> uA a u 1 + udnU 1 , $ i-> u&u 1 . 



(3.29) 



3.1.3 Le carre de l'operateur de Dirac 

Pour pouvoir determiner Paction spectrale a l'aide du noyau de la chaleur, nous devons 
mettre le carre de l'operateur de Dirac covariant sous la forme 

(v A ^f = -A + E, (3.30) 

oil E est un endomorphisme du fibre spinoriel et A un Laplacien generalise Q. 
Pour cela, ecrivons l'operateur de Dirac de la maniere suivante, 

V A ^=tYV fl + 1 n+1 ^, (3.31) 
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ou 



(3.32) 



est la derivee covariante des spineurs. 

En utilisant les relations 7 n+1 7^ + 7^7™+! = et (7 n+1 ) 2 = 1, on obtient 

ou la derivee covariante du champ scalaire $ est donnee par 

Dfi = dfi + 
Le premier terme du second membre de ( |3.33| ) s'ecrit 

7 m V m7 "V, = -f-fV^Vu + 7 M [V M , 7,] V t 



En introduisant 
on obtient 



avec 



7 M V^ V, = <T V M V„ + + 7 M [V M , 7,] V t 



7^=2^,71 et n^ = [V M ,Vj. 



(3.33) 
(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 
(3.37) 
(3.38) 



Pour determiner le commutateur [V M , 7^], il faut exprimer 7^ et a l'aide de la tetrade 



1 



Y = e» al a et = -oo^\ 



(3.39) 



ou uj a i,^ est la connexion de Levi-Civita exprimee en partie dans la base determinee par la 
tetrade, 7 a les matrices de Dirac euclidiennes satisfaisant a 7 a 7 b +7 b 7 a = S ab et 7 afe = l/2[7 a , / y b ]. 
Conformement a l'usage, nous reservons les indice grecs /x, v, p, . . . pour les coordonnees locales 
et les indices latins a, b, c, . . . pour les coordonnes plates obtenues a l'aide de la tetrade. Le 
commutateur [V M ,7 V ] s'ecrit 



(3.40) 



En utilisant les proprietes des matrices de Dirac euclidiennes, il est facile de prouver que 

2<5 bc 7 a - 2<5 ac 7 6 . (3.41) 



7 afc ,7 c 



On en deduit que 



(3.42) 



La condition d ii e v a + uj a b^e u b + T u (lX e\ = 0, qui exprime l'absence de torsion pour la connexion 
de Levi-Civita, nous permet d'ecrire 



[v„7l = -r> , 



(3.43) 



ou r* = l/2g KX {d lx g KV + d v g K ^ - d^g^) designe les symboles de Christoffel. 
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Rassemblant tous ces resultats, on trouve 

7 M V^V, = g^V,V u - <ri^V, + (3.44) 

La derivee covariante V M deflnit une connexion V : £ — > £ ®c°°{M) ^(-M) sur le fibre spinoriel 
£ par 

V(tt) = V„(tt) ® da;" (3.45) 
pour tout ^ E £. Par definition, l'operateur 

A = ^V M V,-^r^V A (3.46) 

est un laplacien generalise associe a la connexion V. 

Pour terminer la decomposition de l'operateur de Dirac, il nous reste a determiner l'endo- 
morphisme E. Deflnissons E par 

E = -~7^£V + *Yl n+1 D^ + f> 2 . (3.47) 
II est clair que E est un endomorphisme, puisque = [V M , VJ en est un, et que 

(v A ^f = -A + E. (3.48) 

Nous avons reussi a decomposer le carre de l'operateur de Dirac en un laplacien generalise et 
un endomorphisme du fibre spinoriel. Puisque cette decomposition est unique, il n'y a aucune 
ambiguite sur la definition de E. 

Ann de simplifier des calculs ulterieurs, ecrivons explicitement la courbure fl^ 

to/w = [V M , V„] = + d^ v - dvUp + u v ], (3.49) 

ou F^v = d fJi A u — d u A^ + [Afj,, A u ] est la courbure du champ de jauge A^. Notons que, grace a 
l'axiome de realite, on a 

F^u = d^A v - d v A„ + A v \ = F^ + JF„yJ-\ (3.50) 

En utilisant la relation 



2 (5 ad ~i hc - 5 ac -f bd + 5 hc ~i ad - <5 b V c ) , (3.51) 



le terme gravitationnel s'ecrit 



d^UJy — dyUJfj, + [Up, LO v ] — - {O^LO^ — d u U abu + ^ac^cdu — ^acu^cdfi) ■ (3.52) 

Puisque n'est autre que la connexion de Levi-Civita partiellement exprimee dans la base 

detrminee par la tetrade, le second membre de ( |3.52j) est le tenseur de Riemann Rab^u- On en 
deduit 

+ ^, dy + LOy] = ^Rab,ul ab = ^ K A^7 M V A - (3-53) 

Utilisant les proprietes de symetrie du tenseur de Riemann, on obtient 

R K x^ v l KX = 2TZ, (3.54) 
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oil 1Z est la courbure scalaire, que nous choisissons positive pour la sphere. Ainsi, nous avons 

E = - l -TZ - + i^ n+1 D^ + $ 2 . (3.55) 

Conclusion Nous avons ecrit le carre de I'operateur de Dirac Pa $ sous la forme (X^,*) 2 — 
—A+E, oil A est un laplacien generalise associe a la connexion definie par la derivee covariante 
V M = <9 M + uj^ + et E est un endomorphisme du fibre spinoriel donne par 

E = --K - ^fF^ + il»l n+1 D^ + $ 2 . (3.56) 
La courbure de la connexion V M est donnee par 

CV = \Ra^ul ab + F^. (3.57) 



3.1.4 Action spectrale 

Suivant le principe d'action spectrale, Taction bosonique ne depend que du spectre de 
I'operateur de Dirac covariant. Etant donne que contient les champs de Yang-Mills et 

scalaires $ ainsi que la metrique g^, Paction obtenue decrira un modele de Yang-Mills-Higgs 
couple a la gravitation. 

Si on considere que Taction fermionique est Tobjet essentiel de la theorie des champs, Tidee 
d'une action bosonique qui ne depend que du spectre de I'operateur de Dirac est relativement 
naturelle. Par exemple, Taction effective obtenue en integrant sur les champs de fermions nous 
donne un determinant fonctionnel 



J [£>#] [p^] e -<*' c A M .**> = det Va ^ (3.58) 



Apres regularisation, par une fonction ( par exemple, ce determinant ne depend que du spec- 
tre de I'operateur de Dirac P^^. Ainsi, cette action effective satisfait au principe d'action 
spectrale. 

De fagon generale, nous ecrirons Taction bosonique sous la forme 



S = TrF 



V 2 /A 2 , (3.59) 



oil, pour simplifier, nous notons V I'operateur de Dirac covariant Pa m ,*- F est une fonction 
quelconque, mais supposee suffisament reguliere et a decroissance rapide a Tinfini pour que la 
trace existe. De plus, pour obtenir une action positive, nous faisons Thypothese que F(x) > 
si x > 0. A est un cut-off homogene a une masse de Tordre de grandeur de la masse de Planck 
m P = 10 19 Gev. 

Puisque la masse de Planck est tres grande par rapport a Techelle d'energie electrofaible 
M w = 80 GeV, nous nous interesserons uniquement au developpement asymptotique de (|3.59| ) 



lorsque A — > oo. En dimension n, le developpement asymptotique de cette fonctionnelle est 
donne par 



TrF 



V 2 /A 2 ]= Yl A n " 2k F 2k / a 2k (P 2 ) v ^d n x + 0(l/A 2 ), (3.60) 



0<k<n/2 
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oil a2fc(£> 2 ) designe les coefficients de Seeley-de Witt qui interviennent dans le developpement 
limite de 

Tre- w2 = £ t k -°/ 2 / a 2k (P 2 )Vgd n x+0(t) (3.61) 

0<k<n/2 JM 

quand t — > 0. Les nombres reels F 2 k ne dependent que de F et sont donnes par 

1 r°° 



2k 



r(n/2 - fc) 7o 



/ t n/2 - k - l F{t)dt si2k<n, F n = F(0). (3.62) 

JO 



Cette relation peut etre justifiee en ecrivant F sous la forme d'une transformee de Laplace 
F(s) = f™G(t)e~ at , ce qui donne 



Tr T\V 2 /A 2 } = [°° Tr e~ v2/A2 G(t) dt. (3.63) 
Jo 

En inserant le developpement limite Q3.61 ), on obtient 



TrF 



0<k<n/2 

avec 



V 2 /A 2 ] = Yl An_2kF 2k/ a 2k (D 2 ) v /gd n x + 0(l/A 2 ). (3.64) 



poo 

F 2k = / t k ~ n/2 G(t)dt. (3.65) 
Jo 

En utilisant 

f s- p F(s) ds = T(p + 1) / o °° SjS dt, (3.66) 



valide pour Re{p) > — 1, on montre que 



1 Z" 00 

t n/2 - k - x F(t)dt (3.67) 



r(n/2 - A;) Jo 



si 2 A; < n, ce qui justifie notre resultat. 

Les trois premiers coefficients de Seeley-de Witt sont donnes a une derivee totale pres, 
en fonction de E et par 

«o(2> 2 ) = ^2^Tr(l), (3.68) 

a 2 {V 2 ) = ^(^2^Tr(l)-TrE) ) (3.69) 

a 4 (P 2 ) = ^^(l^ 2 2^Tr(l)- ^^2^1^(1) 

+ ^ R ^ R ^ Pa 2 [n/2] Tr(l) + ^Tr% u W - ~^TVE + ^TrE 2 ) . (3.70) 

ou R^pa est le tenseur de Riemann, le tenseur de Ricci, 1Z la courbure scalaire et Tr(l) la 
dimension de l'espace Tip- 

Utilisant les expression explicites de E et de fl^ u , nous obtenons 

ao(V 2 ) = ^l, (3.71) 

(27TJ 2 
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a^) = -ig^-^* 0.72) 



1440 (2tt)^ 

+5 T^f (Tr(D M $D^) + Tr(<J 4 

En dimension n > 4, Taction spectrale contient des termes en g^D 2 ), puisque ces derniers 
ne sont plus en facteur de puissances du cut-off qui tendent vers quand A tend vers l'infini. 
Physiquement, Taction ainsi obtenue n'est pas acceptable car a 6 (V 2 ) contient des termes d'ordre 
trop eleves tels que TrF 3 . Bien entendu, il est toujours possible de choisir une fonction F (non 
positive) telle que F 2 k = si k > 2, mais cela n'ameliore pas les problemes dus a la non 
renormalisabilite de la theorie en dimension n > 4. Par consequent, meme si les relations que 
nous obtenons sont donnees en dimension quelconque, nous ne devons pas perdre de vue que 
A n'est un cut-off naturel qu'en dimension 4. 

Enfin, notons que puisque la fonction F est une fonction de cut-off qui doit limiter la trace 
aux valeurs propres inferieures a A, le choix le plus naturel est de prendre pour F la fonction 
caracteristique de Tintervalle [0,1]. Cependant, cette fonction n'est pas reguliere et nous ne 
pouvons pas appliquer la methode precedente. Dans ce cas, il est necessaire de recourir a des 
methodes plus elaborees ||ECV . 



Conclusion En utilisant le noyau de la chaleur, le developpement asymptotique de V action 
spectrale s'ecrit, en dimension 4, 



TrF 



X? 2 /A 2 1 = A 4 F / a (V 2 ) ^ d 4 x + A 2 F 2 f a 2 (V 2 ) ^ d A x 

+ A°F 4 [ aAV 2 )^d 4 x + 0(l/A 2 ) (3.74) 

JM 

oil Fq, F 2 et F 4 sont des constantes reliees a la fonction F, ao(V 2 ), a 2 (V 2 ) et a^(V 2 ) sont les 
coefficients de Seeley-de Witt et A est un cut-off de I'ordre de la masse de Planck. Cette action 
decrit un modele de Yang- Mills- Higgs couple a la gravitation TZ 2 . En dimension n > 4, I 'action 
spectrale contient des termes d'ordre superieurs, non physiques. 



3.1.5 Termes gravitationnels 

Dans cette section, nous allons etudier quelques aspects specifiques au secteur gravitationnel 
de la theorie en dimension 4. Les termes gravitationnels obtenus a Taide de Texpansion de 
Taction spectrale sont de quatre types : un terme contenant une constante cosmologique, Taction 
d'Einstein-Hilbert, un couplage entre les champs scalaires et la courbure scalaire et des termes 
du second degre en R^ upa . 

Commengons par simplifier ces derniers en introduisant Tinvariant de Gauss-Bonnet, 



X = R K x„vR KXtiv - AR^R 1 " + K 2 , 



(3.75) 
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qui est une derivee totale en dimension 4. Les termes en ft 2 de Faction spectrale apparaissent 
par l'intermediaire du coefficient a^{T) 2 ) et sont donnees par 



1 Tr(l) 



(5ft 2 - - 7R kX ^R kX ^) (3.76) 



1440 (2tt) 2 

En leur retranchant un terme proportionel a \i on obtient 

5ft 2 - %Rp,Br - 7R KXflu R^ u - 11 X = -6ft 2 + SGR^R^ - 18R KXflu R KX ^ . (3.77) 

Le second membre de ( |3.77|) s'exprime a l'aide du carre du tenseur de Weyl. Ce dernier est 
defini, en dimension 4, par 

1 1 

C«A/ii/ = RnXpu ^ (dftpRva QiMT-Rup ~\~ 9vo-Rfip QupRpcr) ~\~ g (,9pp9ua 9pcr9vp) ft- (3.78) 

Son carre est donne par C k \^ u C kX>mi/ = R K , Xflv R ltX,J,u — 2R fMU R^ u + ^TZ 2 , ce qui nous permet d'ecrire 
5ft 2 - 8R^ U - 7R KXflv R KXfXU = -lSC KXflu C KX,xu + U X . (3.79) 
A une derive totale pres, les termes en ft 2 sont 

1 Tr(r 



80 (27r) J 



C kMiv C^\ (3.80) 



L'action d'Einstein-Hilbert provient du coefficient a 2 (T> 2 ). En effet, outre un terme de masse 
pour les champs scalaires, celui-ci contient 

L'action d'Einstein-Hilbert s'ecrit 



l — I d 4 x ^ft, (3.82) 



Seh - - 16 

oil la constante de Newton est donnee, avant brisure spontanee de symetrie, par 

3 2tt 2 

2Tr(l) ' K ' 

En utilisant G, nous pouvons reecrire le terme de Weyl sous la forme 

3 



160vr/i 2 G 2 J M 

oil // est une quantite homogene a une masse donne par 



/ d 4 x^C KXflu C KX ^, (3.84) 

JM 



» = \ljr A - ( 3 - 85 ) 

Nous verrons que /x pourra etre interprets comme la "masse" des champs scalaires avant la 
brisure spontannee de symetrie. 
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Le coefficient ao(T> 2 ) genere un terme 

Tr(l) 



f d 4 x^/g (3.86) 

J M 



(2tt) 2 Jm 

qui s'identifie, avant brisure spontanee de symetrie, a une constante cosmologique 

1 Tr(l) 2 Fq , „. 

A c = -±-L — ° A 2 3.87 

c 12 (2vr) 4 F 2 ' V ; 

de telle sorte que Taction d'Einstein-Hilbert avec constante cosmologique soit 

Sehc=-^[ d A x^{-K + K). (3.88) 
167rG Jm 

Bien entendu, cette constante cosmologique peut etre annulee en choisissant une fonction F 
telle que F = 0. Cependant, cela necessite l'emploi d'une fonction non positive [|LK . 



Enfin, nous avons un terme de couplage entre les champs scalaires et la gravitation donne 

par 

Nous verrons que, grace a la normalisation des champs scalaires, ce terme est simplement 

\n Y, Tr ( $2 )> ( 3 - 9 °) 

scalaires 

ou la somme est une somme sur tous les champs scalaires que contient la theorie. II est a noter 
que dans certains cas ce terme peut menacer la brisure spontanee de symetrie |Es| . En effet, 



toutes les constantes sont donnees avant brisure spontanee de symetrie. Lorsque Ton developpe 
la theorie au voisinage en fonction des champs scalaires physiques, il apparait un decalage dans 
les constantes A c , G et \i. 

Terminons par quelques mots concernant l'unitarite et la renormalisabilite de cette theorie 



BOS ]. Bien que la theorie d'Einstein soit non renormalisable, l'incorporation de termes d'ordre 
superieurs rend cette theorie renormalisable. En effet, si on incorpore a Taction d'Einstein- 
Hilbert les termes en C K \ flu C KXflL ' et en TZ 2 , la theorie est renormalisable. Cependant, nous avons 
besoin de ces deux termes simultanement, alors que Taction spectrale ne nous fournit que le 
terme de Weyl. Nous n'obtenons done pas une theorie renormalisable au sens strict du terme, 
car les corrections quantiques vont generer des contretermes en TZ 2 . De plus, Tintroduction des 
termes d'ordre superieurs brise l'unitarite. 

Conclusion En dimension 4, le secteur gravitationnel de V action spectrale contient un terme 
d'Einstein-Hilbert avec constante cosmologique 

Sehc = -^[ d A x^(-TZ + A c ), (3.91) 

un terme de Weyl 

I d 4 x^C KX ^C KX ^, (3.92) 
Jm 



1607r/i 2 G 2 



ainsi qu'un couplage entre la gravitation et les champs scalaires donne par ( 3.90J . Les constantes 



G, A c et \i sont donnees, avant brisure spontanne de symetrie, par les equations (W. 83\), \3. 83J 



et ( \3.8T[ ). Cette theorie est non unitaire et n'est pas renormalisable au sens strict du terme, car 
les corrections quantiques engendrent un contreterme en TZ 2 . 
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3.2 Theorie de jauge 

3.2.1 Les fermions et leur representation 

Les transformations de jauge sont donnees par les elements unitaires u de A. u peut etre 
considere comme une application de M. dans le groupe Gp des elements unitaires de Af- 
Puisque Af est une somme directe d'algebres de matrices a coefficients dans les corps C, R 
et H, Gf est un produit direct de groupes de Lie simples du type U(n), 0{n) et SP(n), qui 
sont les elements unitaires des algebres de matrices M„(c), M n (R) et M n {E). Par consequent, 
le groupe de jauge est un produit direct de groupes de Lie compacts qui correspondent aux 
quatres series infmies de la classification des algebres de Lie semi-simples, les cinq algebres de 
Lie except ionnelles etant exclues. 

Pour etre une symetrie de Taction spectrale, le groupe des unitaires doit etre represents 
sur l'espace de Hilbert Ti. L'action de l'unitaire u sur Ti se fait par l'intermediaire de la 
representation n definie par 7t(m) = n(u)J'Tr(u)J'^ 1 . 

Par definition, Ti est le produit tensoriel de l'espace de Hilbert des spineurs de carre 
integrable sur M. par l'espace Tip correspondant au triplet spectral fini. De meme, 7r et J 
sont les produits tensoriels des operateurs correspondants et il nous suffit, pour etudier les lois 
de transformation des elements de Ti, de ne considerer que la partie correspondant au triplet 
spectral fini (Af,TCf,T)f). Pour alleger nos equations, nous omettrons l'indice F jusqu'a la fin 
de ce chapitre. 

Rappelons que si A est une somme directe d'algebres de matrices, A = @iM ni (k) , l'espace 
de Hilbert se decompose en Ti = (BijTiij, ou les indices % et j correspondent aux differentes 
representations irreductibles des facteurs M n . (K). 

A cette decomposition de Ti sont associees les decompositions de 7r et JtiJ^ 1 , 

tt(x) = © x, ®I m <g> I n (3.93) 

hi 

Jtx{x)J- x = © I ni ® I m ® Tj, (3.94) 

pour tout y 6 A. Un element u du groupe G = G\ x . . . x G^ des unitaires de A est done 
represents par 

n(u) = tx{u)3-k{u)3~ x = © Ui® I m © Uj, (3.95) 

Par consequent, les vecteurs de TCij = C ni © c' MiJ ' © C nj se transforment sous la representation 
rii © n j avec la multiplicity \fJ>ij\, ou designe la representation fondamentale de Gi ou sa 
complexe conjuguee. 

Cette condition est particulierement restrictive, car parmi toutes les representations de G, 
nous ne pouvons construire que des produits tensoriels de deux representations fondamentales 
de chacun des groupes simples G^. Cela impose de tres severes contraintes sur les theories de 
grande unification ||LMMSl| . Par exemple, le modele de grande unification base sur le groupe 



5*0(10) regroupe tous les fermions existant ainsi que le neutrino droit dans un multiplet de 
dimension 16. Ces fermions se transforment dans la representation spinorielle de 5*0(10) qui ne 
peut etre obtenue a partir de sa representation fondamentale. 

Dans le but de construire de tels modeles en utilisant les outils de la geometrie non com- 
mutative, une autre approche a ete developpee dans |Wu|. Elle consiste a remplacer l'algebre 



associative A par une algebre de Lie, representee sur un espace de Hilbert, a partir de laquelle 
on peut reconstruire un calcul differentiel ainsi que les theories de jauge qui lui sont associees. 



124 



CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE MODELES EN PHYSIQUE. 



L'espace H est equippe d'une graduation x- Dans le cas du modele standard, cet operateur 
prend la valeur +1 pour les fermions droits et la valeur —1 pour les fermions gauches. C'est 
pourquoi on Pinterprete generalement comme un operateur de chiralite, les fermions de TCij etant 
considered comme des fermions chiraux, encore appeles fermions de Weyl, d'helicite droite si 
/Ay > et d'helicite gauche si < 0. 

Cette interpretation de x es ^ controversee car, au sens strict du terme, l'espace de Hilbert 
des spineurs contient deja, pour chaque particule, des composantes droite et gauche. II semble 
done que la distinction entre particules droites et gauches dans l'espace Tt relatif au triplet 
spectral fini soit superffue et conduise a un doublement du nombre de particules |LMMS2j . 

Cependant, cette difficulte n'est pas propre a la geometrie non commutative. Elle apparait 
dans les theories des champs contenant des fermions chiraux definis avec une signature eucli- 
dienne. En effet, avec une telle signature, Taction de Dirac est donnee par \l/^2)\l/ alors que 
dans l'espace de Minkowski, elle est ^>T>^> ', avec ^ = ^7°. Dans le premier cas, des fermions 
chiraux, i.e. satisfaisant a 7 5 \I/ = ±\I/, ont une action de Dirac nulle alors que ce n'est pas le cas 
en signature lorentzienne a cause de la presence de 7 . Pour ecrire une action de Dirac non nulle 
dans l'euclidien pour des fermions de Weyl le doublement est necessaire et nous considererons 
que les fermions de Ti^ sont reellement des fermions chiraux. 

Dans le triplet spectral du modele standard, Poperateur J est un operateur antilineaire 
qui echange particules et antiparticules. Par consequent, dans le cas general nous considerons 
que J joue le role de la conjugaison de charge. Nous interpretons les elements de TCji = JTiij 
comme les antiparticules de Tiy. 

En general, seuls les vecteurs de TCu peuvent etre des particules de Majorana, qui se transfor- 
ment necessairement dans la representation adjointe de G{. La condition d'absence de fermions 
de Majorana et donne par l'axiome de S^-realite. En effet, celui-ci stipule qu'il existe un 
operateur e, hermitien et de carre 1, qui commute avec x-, ^ e ^ tt et anticommute avec J . 
Cette derniere relation permet de decomposer H = 7i + © 7i_ suivant les valeurs propres de 
e. On a J1H.+ = H- et <JH- = 71+ ce qui nous amene a interpreter 7i + comme l'espace des 
particules et H- comme celui des antiparticules. Puisque J echange ces deux espaces, aucune 
particule n'est sa propre antiparticule. 



Conclusion Le groupe de jauge d'un modele de Yang-Mills-Higgs construit a I'aide de la 
geometrie non commutative est un produit direct de groupes de Lie compacts du type G = 0(ni), 
U{rti) et SPijii). L'espace de Hilbert des fermions se decompose en 

H = ®H ij) (3.96) 

ou Tiij contient des fermions chiraux se transformant sous le produit tensoriel ni ® TEj, 
designant la representation fondamentale de Gi ou sa complexe conjuguee. A partir de la matrice 
de multiplicite du triplet spectral fini, on peut reconstruire la multiplicity de la representation 
ni 0nj donnee par ainsi que Vhelicite des fermions de Tiij donnee par le signe de fiij. Les 
elements de Tiji sont les antiparticules de ceux de Tiji et la condition de S°-realite correspond 
a V absence de fermions de Majorana. 



3.2.2 Constantes de couplage non abeliennes 

En plus du secteur gravitationnel, Paction spectrale contient un terme de Yang-Mills qui 
apparait a travers le coefficient a 4 ("D 2 ). Plus precisement, Paction de Yang-Mills obtenue est, 
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en dimension n. 

Sym = ~\ j^y^ F, A n ~ 4 J m d 4 x ^gTr(F^Pn, (3.97) 

avec = d^A v - d v A^ + A v \ et A fl = A fl + JA^J- 1 . 

Par definition, A M est un element antihermitien de l'algebre A represente sur 7i. On peut 
toujours ecrire A^ sous la forme 

A^ = ® (#4 + 4) ® ® I nj , (3.98) 

oil 4 est un element antihermitien de M n .(K) tel que Tr(AjJ = et B 1 e z'K un champ de jauge 
abelien. <^ est un nombre reel strictement positif qui joue le role d'une constante de couplage 
pour le champ de jauge non abelien A % . Cela nous permet d'ecrire F^ et F^ sous la forme 

Ffj,v = © (giF%, + G%) ® J mij <g> J n ., (3.99) 

Ji^jr 1 = ©. 4,®^® (ft^ + EjJ, (3-100) 

J.. l" * ' 



avec 



f; u = ^4-9,4 + ^[4, 4], (3.101) 

G% = dpBl-drBl. (3.102) 
En remplagant i 7 ^ et JF^J^ 1 par leurs expressions dans TrfT^F^), on obtient 

Tr(F^F^) = £ 2g 1 2 |/ii> J Tr(F^F^) + Q ;j G^G^. (3.103) 

ij 

La matrice symetrique et positive Qij est donnee par 

Qij = 2 {^l m iknin^j 5ij - 2\fiij\niTij. (3.104) 

Le premier terme du second membre de ( |3.103j ) determine Taction de Yang-Mills non abelienne, 
alors que le second terme correspond aux champs abeliens. Dans cette section, nous ne nous 
occupperons pas de ce dernier, car la discussion des champs de jauge abeliens est plus compliquee 
et sera traitee dans la partie suivante. L'action de Yang-Mills non abelienne peut s'ecrire 

- \ J^~ 2 A"" 4 £ 2^-1^ f M d'x v^Tr(F^F^). (3.105) 

Usuellement, les constantes de couplage non abeliennes sont normalisees de telle sorte que 
l'action de Yang-Mills soit 

-YX i ^v^Tr(F^Fn. (3.106) 

La comparaison avec l'expression obtenue dans Q3.105] ) nous permet de determiner les constantes 
de couplages explicitement, 



9i = (27T 



,n/4 



\ 



V2 (3.107) 



j 
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II en ressort que les constantes de couplage non abeliennes sont entierement determinees, a un 
facteur global F 4 par la matrice de multiplicite /i^. 

II convient de noter que ces relations font intervenir les constantes de couplage au niveau 
classique uniquement. A priori, il n'existe aucune identite de type Ward-Takahashi ou Slavnov- 
Taylor [|Z| qui nous assure que ces relations sont preservers au niveau quantique par le processus 
de renormalisation. 

Dans le cas du modele standard, le point de vue adopte consiste a considerer la theorie 
comme valide pour une valeur elevee de A, de l'ordre de la masse de Planck, et a utiliser les 
equations du groupe de renormalisation pour determiner les constantes de couplage lorsque A 
est de l'ordre de Penergie electrofaible ||CIKS2|| . 



Conclusion Les constantes de couplage des champs de jauge non abeliens sont donnees ex- 
plicitement en fonction de la matrice de multiplicite par 



ft = W" 



3/2 

(3.108) 



F 4 A"- 4 EM n i 
j 



3.2.3 Champs de jauge abeliens et conditions d'unimodularite 

L 'etude des champs de Yang-Mills abeliens est legerement plus compliquee pour trois raisons. 
Tout d'abord, contrairement aux champs de non-abeliens, les diverses composantes G % ne 
sont pas necessairement orthogonales, c'est pourquoi Faction fait intervenir la matrice Qij. 
Ensuite, il apparait que certains unitaires de l'algebre, qui sont dans le noyau de l'application 
u i — > n(u)J'~ 1 'n-(u)J'~ 1 , n'ont pas de terme cinetique. De tels champs sont toujours abeliens et 
nous devons les identifier. Enfin, il arrive que certains champs de jauge abeliens doivent etre 
elimines par une condition d'unimodularite appliquee "a la main" pour des raisons physiques, 
comme par exemple l'annulation des anomalies dans le modele standard. Par consequent, nous 
devons adapter le formalisme de Paction spectrale de maniere a pouvoir traiter ces trois aspects 
du probleme. 

Commengons par ecrire Paction correspondant aux champs B 1 ^ 

~ \ tA^- 2 A- 4 YsQa J^Xy/glt^G^). (3.109) 

ou Qij est une matrice symetrique et positive donnee par (|3.104 ). 

Parametrons lineairement les N champs B % a Paide de N' < N champs C i , N designant 
le nombre de facteurs simples dans la decomposition de l'algebre qui donnent naissance a un 
champ de jauge abelien, 

N' 
3=1 

ou Pij G Mjvxiv'W est une matrice de rang N'. Nous avons choisi d'exprimer les champs B 1 ^ 
a Paide d'un nombre plus petit de champs C*, cette reduction du nombre de degres de liberte 
nous permet d'eliminer certains des champs B 1 ^ en leur imposant des contraintes lineaires. 

A Paide des nouvelles variables H l = d^Ci — d^Cj, la partie abelienne de Paction de Yang- 
Mills s'ecrit 

\ F, A n " 4 P klPlj Q kl J m d'x^gH^H^. (3.111) 
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Celle-ci doit etre identified a Paction de Yang-Mills usuelle donnee par 

-7 E / d'x^H^H^. (3.112) 
4 . Jm 

Cela impose que les matrices P et Q satisfassent a 

P t QP = \I N ,, (3.113) 

avec 

, 3 (2ttW 2 

A = - , - . 3.114 

2 A™" 4 F 4 v ' 

Les charges des differents fermions peuvent etre determinees en analysant la derive covariante 
p, ou Ap contient les champs C* ainsi que les elements de matrice Pij. Cela permet 
d'exprimer lineairement les charges en fonction des coefficients P^. 

La relation (|3.113|) ne peut etre satisfaite que si aucun des vecteurs colonne (Pij)i<i<N 
n'appartient au noyau de Q. Les elements du noyau de Q sont des champs dont le terme 
cinetique est identiquement nul. 

Le terme cinetique des champs de jauge abeliens est proportionnel a 

Tr(G^G^) = Tr (G^ + JG^J~ X ) 2 . (3.115) 

II ne peut s'annuler que pour des champs satisfaisant a 

Bp = Bp + JBpJ- 1 =0. (3.116) 

En utilisant les expressions explicites de et de JB^J^ 1 , on voit que ceci equivaut aux 
relations 

B; = Bj t (3.117) 

pour 7^ 0. 

En particulier, tout champ de jauge abelien B^ qui n'apparait que sur la diagonale de la 
matrice de multiplicite (i.e. = si i ^ j), n'a pas de terme cinetique. De meme, si le modele 
ne comprend que des algebres complexes avec des representations complexes, l'equation ( p,117j ) 



admet une solution non triviale donnee par B 1 ^ = Aj. Un tel champ appartient necessairement 
au noyau de Q et n'a pas de terme cinetique. Dans le cas ou le modele contient des quaternions 
ou des representations reelles, comme c'est le cas pour le modele standard, un tel champ n'est 
plus necessairement solution de ( |3.117|) . 



Les champs qui satisfont a B^ + JB^J = correspondent, au niveau infinitesimal, aux 
elements du groupe de jauge situes dans le noyau de la representation u \— > ir{u)Jir{u)J~ l . 
Par consequent, il ne jouent absolument aucun role dans la theorie et peuvent etre totalement 
ignores. 

Terminons cette section par une discussion du nombre de possibilites d'imposer des con- 
ditions d'unimodularite pour reduire de N a N' le nombre de champs de jauge abeliens. La 
matrice a iViV' coefficients et elle satisfait a 1/2 N'(N' — 1) conditions, puisqu'elle permet 
de reduire une matrice symetrique a une matrice scalaire N' x N'. De plus, toute rotation dans 
Pespace de dimension N' engendre par les champs laissera Paction invariante et n'a pas de 
signification physique. Comme il y a 1/2 N'(N' — 1) telles rotations, le nombre de parametres 
independants jouant un role physique dans la matrice P est donne par 

NN ,_N>(N' + l)_N>(N>-l) =N , (N _ Nr 
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Par exemple, dans le cas du modele standard le groupe des unitaires de l'algebre est SU(2) x 
U(l) x U(3), alors que le groupe de jauge du modele standard est SU(2) x U(l) x SU(3). On 
verifie qu'il n'y a pas de solutions non triviales aux equations (|3.117|) , ce qui implique que nous 



devons eliminer un des facteurs U(l). Puisque les quaternions ne contribuent pas au secteur 
abelien, nous avons iV = 2 et N' — 1, done il n'y a qu'un seul degre de liberte dans la maniere 
d'eliminer le champ de jauge abelien superflu. 

Conclusion Le nombre de champs de jauge abeliens est reduit de N a N' par I'intermediaire 
d'une matrice N x N' . Cette matrice contient N'(N — N') parametres jouant un role physique 
a partir desquels on pent exprimer les charges des differents fermions de la theorie. 

3.2.4 Anomalies 

Lorsque des fermions chiraux sont couples a des theories de jauge ou a la gravitation, 
certaines des symetries presentes au niveau classique de la theorie ne sont plus des symetries 
de la theorie quantique (voir fBerj] et les references contenues a l'interieur). Au cours de cette 



section, nous nous interesserons essentielement a deux types d'anomalies : les anomalies de 
jauge et les anomalies mixtes gravitationnelles [|AW|1 . 



Ces dernieres apparaissent lorsque des fermions de Weyl sont couples a une theorie de jauge 
et au champ gravitationnel. La condition d'absence d'anomalie mixte s'exprime a l'aide du 
contenu fermionique de la theorie par 

Tr(T a ) - J2 Tr(T a ) = 0, (3.119) 

fermions droits fermions gauches 

ou T a designe les generateurs de l'algebre de Lie du groupe de jauge. 

Dans le cadre des modeles que nous construisons, cette relation peut se mettre sous la forme 

Tr P ( X A M ) = 0, (3.120) 

oil Trp est la trace restreinte a l'espace des particules et un champ de jauge. 

Pour simplifier notre discussion, supposons que le modele satisfasse a la condition de S* - 
realite, ce qui permet de separer les particules et les antiparticules. Dans ce cas, la matrice 
de multiplicite se reecrit sous la forme = + e^, la composante correspondant aux 
particules. Dans le cas general, seuls les champs de jauge abeliens contribuent a l'anomalie 
mixte et nous faisons l'hypothese supplementaire que ceux-ci sont donnes par un triplet spectral 
complexe. Dans le cas reel, il faut distinguer la representation fondamentale de M n (c) de sa 
conjuguee complexe, ce qui ne change pas le principe du calcul mais nous oblige a introduire 
des notations relativement lourdes. Avec ces hypotheses, la relation ( |3.12(J| ) devient 

£fo--<*KSj = 0, (3.121) 

i 

oil designe le champ abelien associe a (cf §3.2.2). La solution la plus simple de ( |3.121| ) 
consiste a choisir une matrice e symetrique. Dans le cas contraire, la relation ( |3.121| ) est une rela- 
tion lineaire qui doit etre imposee aux champs de jauge abeliens, par exemple par I'intermediaire 
de la matrice P que nous avons introduite au cours de la section precedente. 

Le second type d'anomalies que nous allons etudier sont les anomalies de jauge. Ceiles-ci 
peuvent apparaitre lorsque des fermions chiraux sont couples a des champs de Yang-Mills et 
peuvent poser un probleme particulierement serieux car elles menacent les identites de Slavnov 
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et mettent en peril la renormalisabilite de la theorie. La condition d'absence de ces anomalies 

est 

J2 Tr (T a {T b ,T c }) - J2 Tr (T a {T b ,T c }) = 0, (3.122) 

fermions droits fermions gauches 

ou [T\T C ) = T b T c + T c T b . 

Nous cherchons a eliminer ces anomalies en utilisant une condition d'unimodularite, c'est- 
a-dire en imposant une ou plusieurs contraintes lineaires aux champs abeliens. Dans le cas du 
modele standard, l'absence d'anomalie de jauge est equivalente a une condition d'unimodularite 



AGM 



En general, la condition (|3.122| ) est difficile a resoudre car elle est non lineaire. Cependant, 



pour nos modeles, elle se reformule en 

Tr P [ X (A M ) 3 ] = 0. (3.123) 

De cette expression, il ressort que les matrices orthogonales et symplectique ne contribuent pas 
a l'anomalie car si une telle matrice est antihermitienne, ses element diagonaux sont nuls. Ceci 
est egalement vrai pour sa puissance troisieme et ( |3.123|) est verifiee. 



Les seules contributions a l'anomalie de jauge proviennent done des matrices complexes. En 
supposant que le triplet spectral soit S^-reel et complexe, la relation ( |3.123| ) est equivalente au 
systeme suivant. 

£n,-(e« -e«) = si n ; > 3, (3.124) 



Enj (ey - eji) [B l - B j ) = si n ; > 2, (3.125) 



Y ,,,,,,(<,,-< y^lB],- 1>>;\ =0. (3.126) 



Ces equations sont obtenues en remplagant par son expression en fonction des champs de 
jauge abeliens B 1 ^ et non abeliens A 1 ^ et en imposant l'absence d'anomalie pour les champs non 
abeliens, car nous ne voulons eliminer que des champs abeliens, 

Une fois de plus, il apparait que si la matrice est symetrique, ces relations sont satisfaites 
et il n'y a pas d'anomalie. 

La premiere de ces relations est une contrainte rigide imposee a la matrice de multiplicite. 
Si elle n'est pas satisfaite, on ne peut obtenir un modele sans anomalie par application d'une 
condition d'unimodularite. Remarquons qu'elle ne fait intervenir que les matrices d'ordre n > 2, 
car dans le cas n = 2, on est ramene au groupe SU (2) qui ne contribue pas a l'anomalie puisque 
Tr[(A M ) 3 ] = dans ce cas. 

La seconde de ces relations est une contrainte lineaire qu'il faut imposer aux champs abeliens. 
Elle est done equivalente a une condition d'unimodularite. 

Enfin, la derniere relation est une contrainte d'ordre 3 qui n'est pas, en general, equivalente 
a une condition d'unimodularite. Dans le cas particulier du modele standard, elle est donnee 
par la relation 

E^"E^L=0 (3-127) 
entre les hypercharges Yr des fermions droits et Yj, des fermions gauches. 



Conclusion La condition d'absence d' anomalies mixtes gravitationnelles ( \3.120j) peut toujours 
etre satisfaite par une condition d'unimodularite en imposant les contraintes lineaires j\3. 121 ) 
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sur les champs abeliens. Ceci n'est plus le cas pour les anomalies de jauge t \3.123j) , car la condi- 
tion d 'absence de telles anomalies impose, outre une condition d'unimodularite, des contraintes 
rigides sur la matrice de multiplicity et une relation cubique sur les champs abeliens. 



3.3 Les champs scalaires 

3.3.1 Les champs scalaires et leurs lois de transformation 

L'operateur de Dirac covariant T>a *, contient, outre les champs de jauge que nous 
venons d'etudier, un champ scalaire $. Ce champ scalaire a la propriete particuliere d'etre a 
la fois une 0-forme pour la geometrie de l'espace-temps et une 1-forme pour la geometrie de 
l'espace interne. Plus precisement, c'est une fonction sur l'espace-temps a valeurs dans l'espace 
des 1-formes hermitiennes associees au triplet spectral fini. Puisque les derivees par rapport au 
coordonnees n'interviennent pas dans la discussion qui suit, la dependance en x de ce champ 
scalaire ne joue aucun role et nous nous concentrerons exclusivement sur la geometrie du triplet 
spectral fini et son interpretation physique. 

En general, un element $ £ Q\,(A) est une matrice de taille importante (90 x 90 dans le 
cas du modele standard) dont beaucoup d'elements de matrice entre les differents sous-espaces 
sont nuls. Pour interpreter $ comme un champ scalaire, nous devons determiner quels sont les 
elements de matrice non nuls et les parametrer par un certain nombre de matrices qui seront 
les veritables champs scalaires de la theorie. 

Commengons par rappeler quelques resultats de la section 2.3.2 qui nous seront utiles. 
L'espace des 1-formes est donne par 

VUA) = { E P* H ® M kk ® In k ) Pjk I G M niXn .(C) 1 , (3.128) 

oil Pij = 7r(l i )j7'7r(lj)j7"~ 1 , lj designant l'unite de la sous-algebre M„ 4 (K). Les matrices M?-*, 
satisfaisant a (Mf^ = Mj i k , sont choisies telle que les vecteurs 

M% = (M% A ,...,M% tN ) (3.129) 

forment une base d'un certain sous-espace. L'indice p, qui varie de 1 a r^, permet de distinguer 
les multiplicites apparaissant dans les champs scalaires. De plus, il est toujours possible, par 
application du precede de Gram-Schmidt, de supposer que ces matrices satisfont a 

fc=i 

ou X > est un coefficient de normalisation. 

En toute rigueur, ces resultats ne sont applicables que dans le cas d'un triplet spectral 
complexe. Lorsque la representation est reelle, la meme parametrisation de l'espace des 1-formes 
est valide si les indices i, j et k distinguent les representations irreductibles de A. Bien entendu, 
dans ce cas les matrices ujfj ne sont a coefficients complexes que si Fun au moins des indices i,j 
correspond a une representation d'un facteur complexe. Si les deux indices correspondent a des 
representations de facteur reels ou quaternioniques, les matrices sont reelles ou quaternionique et 
dans le cas mixte ou un indice est quaternionique et l'autre reel, la matrice est quaternionique. 



MS* 



n k = X5, 



p>p ' 



(3.130) 
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Enfin, si i est un indice reel ou quaternionique et j un indice complexe, Qq est le conjugue 
complexe ou quaternionique de 6^-. 

Etant donne que $ est une 1-forme hermitienne, on peut ecrire 

* = K- ® ® J « fe ) p ^ ( 3 - 131 ) 

ou G M niXnj (K) satisfait a ($?■)* = 

Les champs sont identifies comme les veritables champs scalaires de la theorie. II portent 
trois indices, deux indices i et j correspondent aux representation irreductibles de l'algebre 
A, alors que le troisieme est un indice de multiplicite. Les deux indices % et j peuvent etre 
interpreted diagrammatiquement : le champ $^ correspond a l'ensemble des liens verticaux 
entre les sommets de la ligne % et les sommets de la ligne j. 

L'operateur de Dirac covariant contient egalement le champ JQJ^ 1 , qui s'exprime a l'aide 
des matrices par 

JQJ-i = J2 P* H (ln k ® k ® %) P kj} (3.132) 

ijkp 

Sur le plan diagrammatique, ses elements de matrice correspondent aux differents liens hori- 
zontaux obtenus par symetrie par rapport a la diagonale des liens associes a $. 

Sous la transformation de jauge determinee par l'unitaire u, le champ $ devient uQu^ 1 . 
Si nous ecrivons u a l'aide de ses composantes dans les facteurs simple du groupe de jauge, 
u = (ui, . . . , Un), ce qui nous donne les lois de transformation des champs 

Qij^m^uJ 1 . (3.133) 

Une fois encore, ces relations ne sont vraies en toute rigueur que dans le cas complexe. Dans 
le cas reel, elles restent valides si on suppose que Ui designe la composante de u dans la 
representation associee a l'indice %. Dans tous les cas, si nous notons n« cette representation, le 
champ appartient a la representation n« ®rij. 

Rappelons que sur le diagramme associe au triplet spectral fini, les champs $^ correspondent 
aux liens verticaux entre les lignes i et j. Etant donne que nous ne pouvons relier un sommet 
lui-meme, nous ne pouvons relier une ligne a elle-meme par un lien vertical. Par consequent, 
il n'y a jamais de champ scalaire $f„- avec % = j, qui se transformerait dans la representation 
adjointe rii ® Hi. En revanche, pour tous indices % et j distincts, on peut construire un modele 
contenant des champs scalaires $j - qui se transforment dans la representation rii ®rlj. 

Conclusion La parametrisation du champ scalaire $ par des matrices $^ G M niXrij (K) est 
donnee par la relation (\3.131\ ). Les champs se transforment sous les representations n,i®nj, 
a V exception de la representation adjointe ® Hi, l'indice p etant un indice de multiplicite 
qui distingue des champs ayant des lois de transformation identiques. Sur le diagramme, $^ 
correspond aux liens verticaux entre les lignes % et j, alors que JQJ^ 1 , donne par H3.133j ) est 
forme des liens symetriques par rapport a la diagonale. 

3.3.2 Couplages de Yukawa 

Le couplage de Yukawa entre le champ fermionique \& et le scalaire $ est donne par 



(3.134) 
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L'espace de Hilbert 7i etant une somme directe orthogonale H = ®TCij, ou TCij = P%{H.. 

En introduisant la relation de fermeture pour les projecteurs P^ dans ( |3 . 1 34|) , le couplage de 
Yukawa s'ecrit 

J2 (Pij^^Pij^ + J^J-^Pki^) (3.135) 

i,j,k,l 

Par consequent, on peut interpreter 

Pij ($ + J&J- 1 ) P k i (3.136) 

comme un couplage de Yukawa entre les fermions de TC^ et ceux de TCw 

En utilisant les relations ( J3.131[ ) et ( |3.132| ), on peut expliciter ce couplage en fonction des 
champs scalaires 

Pij ($ + J&J- 1 ) P M = 5 k>l ^l®M^ k ®I nk 

p 

+ ^14,®^,®^, (3.137) 
p 

Sur le plan diagrammatique, ces termes sont les elements de matrice de l'operateur $ + j7 r $J r_1 
entre les sous espaces TCij et TC k i et correspondent aux liens entre les differents sommets. Un lien 
vertical entre les sommets de coordonnees (i, k) et (j, k) est associe a un couplage de Yukawa 
entre les fermions de TCi k et de TCj k et les champs scalaires De meme, un lien horizontal 
entre (k,i) et (k,j) correspond a un couplage de Yukawa entre les fermions de TC k i et de TC k j 



et les champs scalaires $ 



Conclusion Les sommets du diagramme associe au triplet spectral fini correspondent a des 
fermions chiraux entre lesquels les liens symbolisent des couplages de Yukawa avec le champ 
scalaire correspondant. Les expressions explicites de ces couplages sont donnees par la relation 



3.3.3 Le potentiel scalaire 

le champ scalaire $ n'apparait dans le carre de l'operateur de Dirac covariant que par 
l'intermediaire de l'endomorphisme 

E = -~K - ^Y U F^ + iYl n+1 D^ + l> 2 (3.138) 

avec $ = $ + J$J~ l . En utilisant les expressions explicites des coefficients a2 n ("P 2 ) pour n — 1 
,2 et 3 0, il est facile de voir que les seuls termes qui vont contribuer au potentiel scalaire 
sont Tr(E n ), tous les autres termes impliquant le scalaire sont des couplages entre celui-ci et 
d'autres champs. Chacun de ces trois termes donnera naissance a une contribution au potentiel 
scalaire qui est proportionnelle aux monomes Tr(<3>), Tr($ 2 ) et Tr($ 3 ). 

De fagon generale, nous nous interesserons aux monomes du type Tr($ n ), ce qui nous permet 
de construire le potentiel scalaire jusqu'en dimension 6. 

En introduisant les elements de matrice <3>^ de $ dermis par = Pij<&P kh on a 

Tr($ n )= J2 'lH <I *N--- <I, ^> M)- (3-139) 

il, — ,in 
Jl >■ ■■ Jn 
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Les elements de matrices correspondent a des liens entre les sommets et (k, I) et la suite 
(ii, ji) — > («2, J2) {inijn) est une boucle de longueur n sur le diagramme. Par 

consequent, le second membre de ( |3.139| ) s'interprete comme une somme sur toutes les boucles 
de longueur n du diagramme. 

Bien entendu, cette somme contient des boucles du type (i, k) — > (J, k) — > (i, k) obtenues en 
parcourant un chemin dans un sens puis dans l'autre. De meme, nous devons pour le moment 
distinguer une boucle de celle parcourue dans le sens oppose, ainsi que des boucles ne differant 
que par leur point de depart. 

Tous les liens du diagramme sont soit horizontaux, soit verticaux. Cela entraine que toute 
boucle de longueur n est formee de r liens verticaux et de s liens horizontaux avec r + s = n. 
Puisqu'il ne peut y avoir de lien vertical entre sommets d'une meme ligne ou de lien horizontal 
entre sommets d'une meme colonne, les entiers r et s sont necesairement pairs. 

Les elements de matrice de $ sont donnes par 

*g = 6 k>l J2 *S ® Mf hk ® I nk + 6 itj ^ In, ® W Uti (8 & u . (3.140) 
p p 

A toute boucle 7 formee de r liens verticaux correspondant a la suite %\ — > %2 — > ■ ■ ■ — *■ i r et 
s liens horizontaux associes a ji — > j'2 — > ■ ■ ■ —> j s correspond un terme du potentiel scalaire 
donne par 

Tr ( $ Pl $ P2 . . . $ Pr - ) Tr ( $ qi - $ q2 . . . ) A p ' q . (3.141) 
±1 V 1112 1213 h-nj ±L V ju 2 J2J3 jsji/ 7 v ,j -- l ^- l ; 

Le coefficient X^ q est un nombre complexe qui depend des multiplicites p et q et du detail de 
la suite formee par les sommets de 7. On peut l'ecrire comme une trace, 

\™ = TrM p ' q , (3.142) 

ou est une matrice construite a l'aide de 7, en multipliant, dans l'ordre determine par 7, 
les matrices 

- M?™ im+lijm pour chaque lien vertical entre (i m J m ) et {i m +i,j m ), 

- Mjl dn+1>in pour chaque lien horizontal entre (i n ,j n ) et (i n ,j n+1 ). 
Par exemple, s'il n'y a pas de multiplicite, a la suite 

(h,ji) (*2,Ji) (*3,Ji) (*3, ja) («2,j2) (*i,j2) (iijji) (3.143) 
correspond le monome 

Tr ($ ili2 $ i2i3 $ i3i2 <l» i2il ) Tr ($ jlj2 $ j2jl ) (3.144) 

affect e du coefficient 

Tr (M ili2ijl M i2i3)jl M jlj2ii 3M i3i2ij2 M i2ilij2 M j2jl)il ) . (3.145) 

Pour simplifier nos notations, nous omettrons les indices de multiplicite p et q. Dans toute 
somme sur des champs scalaires, la somme sur p et q sera sous entendue. 
Etant donne la loi de transformation des champs scalaires, 

'I',, — '•• (3.146) 

le potentiel invariant de jauge le plus general est une fonction polynomiale des variables 

X n ,..., in =Tr($ ili2 $ i2i3 ...$ inil ). (3.147) 
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Puisque le champ (pa n'existe pas, l'entier n est pair. 

En utilisant Taction spectrale, nous ne pouvons pas construire le potentiel scalaire le plus 
general compatible avec les lois de transformation ( |3.146|) . En effet, le terme du potentiel scalaire 
donne par fl3.141| ) est un de polynome de degre au plus 2 en chacune des variables Xi lr __ s i n . 

Lorsque le potentiel est un polynome de degre < 4 en $, cela n'impose aucune contrainte sur 
la forme des monomes, car les monomes les plus generaux invariants de jauge sont 1, Tr($ij$j;), 
Trf^ijC&jk^ki^ii) et Tr($ij$ji)Tr($ki c &ik), qui apparaissent tous dans le developpement de Taction 
spectrale. 

En revanche, le monomes de degre 6 les plus generaux sont Tr($ 6 ), Tr($ 4 )Tr($ 2 ) et Tr(<I> 2 ) 3 , 
alors que seuls les deux premiers peuvent apparaitre dans Taction spectrale. 

Afin de rendre plus facile la construction de modeles de Yang-Mills-Higgs, il est utile de 
donner des regies simplifiees pour la construction des monomes de degre inferieur ou egal a 4. 
En effet, le nombre de boucles de longueur donnee devient rapidement tres grand lorsque le 
nombre de sommets augmente, mais la plupart de ces boucles se deduisent les une des autres 
par des transformations simples comme les changements d'orientation ou d'origine. De plus, la 
majorite de ces boucles sont en fait obtenues en parcourant un certain chemin dans un sens 
puis dans le sens oppose. 

Commenqons par le terme de masse. Celui-ci est obtenu a Taide des boucles de longueur 2 
qui sont toutes du type suivant : 

0=0 

(i,k) (j,k) 



Ces boucles correspondent directement aux liens non orientes du diagramme. Chacun de 
ces liens apporte une contribution 



2n fc Tr(M ij)k M* jik )Tr($ ij $*.) 



(3.148) 



au terme de masse. Bien entendu, nous avons omis les indices de multiplicite et ( 3.148| ) contient 
une somme sur toutes les multiplicites. 

Si nous tenons compte de toutes les contributions au terme de masse pour le champ scalaire 



celui-ci s'ecrit 



k,p,q 

Compte tenu de la relation (|3.130|) qui s'ecrit 

TV 

]TTr[(MH k )*MP; k ] n k = X5 p , P ', 

k=l 

les termes de masse Tr($ 2 ) = 2Tr($ 2 ) sont donnes par 

Tr($ 2 )=4X £ Tr($H(^)*), 



(3.149) 



(3.150) 



(3.151) 



scalaires 



oil la somme sur tous les champs scalaires correspond a une somme sur tous les indices de 
multiplicite p et toutes les paires (i, j) telles que le champ existe. 
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Ce coefficent X est determine par la normalisation du terme cinetique des champs scalaires. 
D'apres le principe d'action spectrale, celui-ci est, en dimension n, 

~ — Tr(d^d^) F 4 A n " 4 . (3.152) 

Z (All) 2 

II doit etre identifie au terme cinetique usuel des scalaires 

E lndM(d^ff], (3.153) 



2 

scalaires 



ce qui donne 



X = \ \ - . (3.154) 



Le terme de masse des champs scalaires est donne par le coefficient a2(T> 2 ) 

1 



^F 2 A n -'Tr($"). (3.155) 



(2k) 

Compte-tenu de la condition de normalisation ( |3.154| ), cela donne 

E ^HKO (3.156) 



2 

scalaires 



avec 



M = y^A. (3.157) 

Par consequent, les champs scalaires ont tous des termes de masse identiques. Cependant, nous 
allons voir au cours de la section suivante qu'il y a toujours brisure spontanee de symetrie, 
ce terme n'est done pas un veritable terme de masse. La brisure spontanee de symetrie peut 
entrainer des modifications des masses des scalaires, comme l'illustre l'exemple traite dans 



Kr2 



La condition de normalisation ( |3.154| ) permet aussi de determiner le couplage entre les 
champs scalaires et le tenseur de courbure donne par ( 3.89|) en dimension n = 4, 



1 ^F 4 A n - 4 ftTr(l> 2 ). (3.158) 



12 (2tt 

En utilisant l'expression explicite de Tr($ 2 ) et la condition de normalisation ( |3.154| ), on obtient 

To* E ^(*S(^8)*)> ( 3 - 159 ) 

scalaires 

ce qui demontre la relation ( |3.90| ). 

Les couplages quartiques des champs scalaires sont donnes par les boucles de longueur 4. 
L'analyse de tous les diagrammes possibles permet de nous ramener a une sommation sur les 
5 types de sous-diagrammes suivants. Leur contribution au potentiel scalaire inclut un facteur 
numerique correspondant aux differentes possibilites de choix de l'orientation et de l'origine de 
la boucle. 
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a 



(i,k) 



(j,k) 



2n k Tr(M i , k M u . k M ij . u M^ k ) lY^c^) 



(3.160) 



0=0: 



o 



(U) 



(k,l) 



(3.161) 



(i,k) 

o= 



(j,k) 



o 

(j,D 



4Tr(M y , k M klJ M klJ M^ k ) Tr(^) Tr^Ki) 



(3.162) 




(U) 



(j,D 



8 Tr(M ijik M klJ M^M: M ) Tt($ y $5) Tr($ kl $ kl ) 



(3.163) 




(i,m) 



(j,m) 



(k,m) 



(l,m) 



8n fc Tr(M ijim M jk , m M kLm M li>m ) Tr^^A) 



(3.164) 



II convient de remarquer que chacun de ces sous-diagrammes et leur symetrique par rapport 
a la diagonale donnent les merries termes. En effet, dans la cas general, un diagramme et son 
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symetrique ont des contributions complexes conjuguees l'une de l'autre. Puisque les matrices 
satisfont aux conditions de realite 

= et M*. k = M jijk , (3.165) 

la contribution du diagramme symetrique par rapport a la diagonale s'obtient simplement en 
changeant l'orientation. Pour les termes de degre 4, les regies precedentes sont independantes 
de l'orientation ce qui entraine l'egalite des contributions d'un diagramme et de son symetrique. 

Les couplages quartiques des champs scalaires sont donnes par le coefficient a 4 (£> 2 ), ils sont 
egaux a 

^(^^A- 4 Tr($ 4 ), (3.166) 
ce qui entraine que nous devons multiplier tous les couplages precedents par un facteur 

A = -—^—F 4 A n -\ (3.167) 

Conclusion Les termes de degre n du potentiel scalaire s'ecrivent comme une somme sur 
toutes les boucles de longueur n du diagramme associe au triplet spectral. Un potentiel de degre 
4 s'ecrit 



+ E Km Tr (^m) Tr (^1$^) + E A ijkl Tr (^^jk^k^n) . (3.168) 

ijkl v ' ijkl 

jj, est un terme de masse identique pour tous les scalaires et donne par ($.15%) . Les coefficients 
Kijki et Xijki sont donnes par une somme sur tous les 5 types de sous-diagrammes precedemment 
enumeres, a un facteur de proportionalite donne par ( \3.161j ) pres. 



3.3.4 Brisure spontanee de symetrie et masses 

Dans le potentiel scalaire donne par ( |3.168|) , nous avons un terme de masse negatif alors 
que les constantes de couplages k^m et A^h sont positives, il y a done brisure spontanee de 
symetrie. Cela apparait clairement si on ecrit le potentiel sous la forme 

V($) = -^Tr (4> 2 ) + -Tr (¥) . (3.169) 



2 V / 4 

En designant par (pi les valeurs propres de $, le potentiel scalaire se met sous la forme 

V(*) = 5X¥> 4 ), (3.170) 

i 

avec 

nv) = -^v+^ 4 - (3.i7i) 

Le potentiel V(y) est caracteristique de la brisure de symetrie car il atteint son minimum 
lorsque 

^ = ^ = ^0. (3.172) 
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Par consequent il y a brisure spontanee de symetrie et la valeur moyenne dans le vide est donnee 
par le minimum qui, a priori, est atteint lorsque toutes les valeurs propres satisfont a (|3.172|) . 

Cependant, ces conditions ne peuvent pas etre satisfaites car les valeurs propres de $ ne 
sont pas forcement des variables independantes. En effet, $ est une matrice de taille importante 
dont beaucoup d'elements sont identiquement nuls, son spectre ne peut done satisfaire a ces 
relations en general. 

Pour mener a bien une etude detaillee de la brisure de symetrie, il faudrait exprimer le 
potentiel a l'aide des champs ^ qui sont les variables independantes de la theorie et etudier ses 
extrema. Etant donne le nombre important de champs scalaires, ceci est impossible en pratique. 
Nous nous contenterons d'etudier quelques proprietes de la brisure de symetrie, sachant qu'il 
existe au moins une valeur Vy des champs scalaires $jj tel que le potentiel soit minimal. 

En remplagant <3>jj par Vij dans on construit l'operateur V. Le couplage de Yukawa entre 
les scalaires et le fermions est donne par ce qui entraine, apres brisure de symetrie, 

que V est la matrice de masse des fermions. 

En nous basant sur cette interpretation de V comme la matrice de masse des fermions nous 
allons montrer une inegalite generale entre masses des fermions et masses des bosons. 

Pour cela, nous avons besoin du resultat intermediate suivant. Soit V G M n (c) une matrice 
hermitienne dont la plus grande valeur propre en module est m. Alors pour toute matrice 
A G M„(C) on a 

Tr ([A, V]* [A, V]) < 4m 2 Tr (A* A) . (3.173) 

Ce resultat se montre en munissant l'espace vectoriel des matrices M n (C) du produit scalaire 
(A, B) i — > Tr(A*B). Pour ce produit scalaire, l'operateur T v defini par T V (A) = [V,A] est 
hermitien et on a Tr ([A, V]* [A, V]) = (A, TyA). Pour terminer, il nous suffit de remarquer que 
si ti est une base orthogonale de vecteur propres de V tels que Vei = wi*e. 
forment une base orthonormale de M n (c) telle que 



... ,,, les matrices eje* 



T v (eie*) 



[rrii - rrijjeiej. 



(3.174) 



l'inegalite ( |3.173| ) resulte alors de la majoration (mj — rrij) 2 < Am 2 . 

Appliquons cela au terme de masse des bosons de jauge. Celui-ci est donne par la derivee 
covariante du champ scalaire $ evaluee en remplagant $ par sa valeur moyenne dans le vide 
V. Le terme de masse des bosons de jauge est donne par 

1 1 



Tr 



2 (2tt) 

Par l'inegalite ( |3.173| ), ceci est majore par 



A M ,V 



A^,V 



(3.175) 



2m 



(27T) 



TrA^A^, 



(3.176) 



ou irif est la masse du fermion le plus lourd puisque V est la matrice de masse des fermions. 
Lorsque les champs de jauge non-abeliens A 1 ^ et abeliens sont correctement normalises, on 
a 

3(2tt) 

— 1 > I 1 ■ I - \ _ _ 



Tr (a;&) 



F 4 A n " 4 



N N i 

^^(a-a^ + ^-c^c 1 

i=l i=l 



(3.177) 



ce qui entraine 



1 A n " 4 F 4 / 
2"(2VfT ^ 



/ L\ IN n 

a„v}* [A", v] ) < 6M 2 J] Tr (K AiAt ) + E y O 



(3.178) 



. i=l 



i=l 
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Le premier membre de cette inequation (terme de masse) est une forme quadratique qui doit 
etre diagonalisee dans une base qui preserve le second membre (terme cinetique). Les valeurs 
propres ainsi obtenues sont les carres des masses des bosons, ce qui entraine que la plus grande 
de ces masses m h satisfait a 

m 2 b <6m 2 f . (3.179) 

Bien entendu, dans cette inegalite m 2 . et rrtj dependent de A implicitement car le potentiel 
scalaire en depend, ce qui entraine une dependance de la matrice V. Cette inegalite n'est done 
valable seulement pour des energies de l'ordre du cut-off A ~ 10 19 Gev. En utilisant le not 
du groupe de renormalisation, il est toutefois possible d'etudier les valeurs de m^(A) et m'j(A) 
dans le cas ou A est de l'ordre de l'energie electrofaible. 

II convient de noter que cette inegalite ne fait intervenir que des arguments classiques. Aussi, 
si on considere Paction spectrale non pas comme une action effective mais comme une action 
classique qu'il convient de quantifier, rien ne nous assure que cette relation sera preservee par 
les corrections quantiques. 

En general, la valeur moyenne V dans le vide du champ $ brise les symetries non abeliennes 
auxquelles il est couple. En effet, les symetries qui subsistent apres la brisure spontanee de 
symetrie sont donnees par le stabilisateur de V. Par consequent, ce sont les elements du goupe 
de jauge qui satisfont a 

UiVijUj 1 = V^. (3.180) 

Dans le cas d'un triplet spectral dont la representation est complexe, Ui et Uj sont independants 
et la relation ( |3.180| ) ne peut etre satisfaite, si ^ 0, par les elements Ui G SU{rii). En 



consequence, des que les lignes i et j du diagramme sont relies par la valeur moyenne dans le 
vide du champ scalaire, les symetries non abeliennes correspondantes sont brisees. 

Si nous avons un triplet spectral dont la representation est seulement lineaire pour les reels, 
la situation est plus delicate car et Uj ne sont pas necessairement independants. Par exemple, 
il peut arriver que Uj soit le complexe conjugue de Dans ce cas la relation (|3.180| ) s'ecrit 



UiVijuj = V i:j , (3.181) 

ou uj est la transposee de Uj. Cette relation est satisfaite, si V^ est proportionnel a I'unite, par 
tous les elements reels Ui 6 SO^ni). Dans ce cas, la symetrie de jauge SO{rii) n'est pas brisee 
et le resultat precedent n'est plus valable. 

Revenons a l'etude des symetries abeliennes et faisons a nouveau l'hypothese que la 
representation est complexe. Dans ce cas, chaque Ui contient un facteur abelien e ldi avec 0, e M. 
Ces symetries ne sont pas brisees si et seulement si 

y.. e ^-^) = V .. (3.182) 

La relation ( ^.182| ) equivaut a l'egalite des phases 6^ et 9j lorsque les lignes i et j sont relies sur 
le diagrame determine par V. Pour chaque groupe de lignes qui sont reliees entre elles, il y a 
une symetrie U{1) non brisee et un champ de jauge abelien de masse nulle. 

Bien entendu, ceci n'est valable que dans le cas complexe. Si les algebres sont reelles, ( |3.180| ) 



n'est plus equivalente a (|3.182|) dans le cas abelien. Cependant, on peut voir que pour le modele 



standard, cela permet encore de recenser les symetries non brisees ||Ki'2 . 

Enfin, terminons par remarquer que si une ligne n'est reliee a aucune autre ligne, la symetrie 
de jauge associee est entitlement preservee par la brisure de symetrie, car les champs de jauge 
correspondant a cette ligne ne sont pas couples aux champs scalaires. 
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Conclusion Le potentiel donne par ( 3.168 ) entraine toujours une brisure de symetrie. Lorsque 
deux lignes du diagramme sont reliees entre tiles, c'est-d-dire que les champs dejauge correspon- 
dants sont couples au champs scalaires, les symetries non abeliennes associees sont brisees, alors 
que pour chaque groupement de lignes uniquement reliees entre elles, une symetrie abelienne 
persiste. De plus, dans le cas ou la symetrie est brisee la masse du boson le plus lourd et 
celle du fermion le plus lourd rrif satisfont, au niveau classique, a I'inegalite ( $.17{\ ). 



3.4 Le modele standard 

3.4.1 Le triplet spectral 

Parmi tous les modeles qu'il est possible de construire a l'aide de la geometrie non commu- 
tative se trouve le modele standard. Historiquement, celui-ci a ete construit dans le cadre du 
modele de Connes-Lott dans [£T[]] puis ameliore dans flC6|1 par l'incorporation des antiparticules. 
On pourra trouver une revue de cette construction dans |[VG1|| , ||Kast2|| et |Schii|| , ainsi qu'une 



analyse des contraintes que cette construction impose aux theories de Yang-Mills-Higgs dans 
JSJ . Enfin, dans ||CIKS1|| une interpretation detaillee des contraintes numeriques sur les masses 



et les constantes de couplage est donnee. 

Contrairement a Taction spectrale, ces modeles ne permettaient pas de coupler le modele 
standard a la gravite car il ne contenaient qu'une theorie de Yang-Mills sur un espace du type 
discret x continu, elaboree en utilisant les methodes decrites dans le chapitre 1. 

Malgre tout, ils presentaient deja deux caracteristiques fondamentales des modeles que nous 
venons d'etudier : 

- l'espace est le produit de l'espace-temps ordinaire par un espace fini non commutatif 
decrit par un triplet spectral fini, 

- le boson de Higgs est un champ de jauge associe a la geometrie de l'espace fini. 

La seule difference fondamentale entre le modele de Connes-Lott et ceux bases sur Paction 
spectrale est la definition de Taction, car dans le premier cas elle ne peut inclure la theorie de 
la gravitation. 

Le triplet spectral (A, H, V) correspondant au modele standard doit etre choisi de telle 
maniere que le groupe de jauge soit obtenu comme le groupe des unitaires de A. Puisque le 
groupe de jauge du modele standard est SU{2) x U{1) x SU(3), l'algebre la plus adaptee est 

^ = H©C©M 3 (C), (3.183) 

dont le groupe des unitaires est SU(2) x U{1) x ?7(3). II n'est pas possible d'obtenir exactement 
le groupe de jauge du modele standard car alors le seul choix possible de l'algebre est 

A' = W®M 3 (C), (3.184) 

qui nous oblige a avoir des leptons qui ne sont pas des singlets de couleur ! 

Si ( |3.183|) est le choix le plus economique, nous devrons tout de meme eliminer un facteur 



U(l) par une condition d'unimodularite. 

L'espace de Hilbert est forme de toutes les particules et antiparticules du modele standard, 
considerees comme des fermions de Weyl. Pour Nf = 3 generations de fermions, il y a en tout 
90 particules qui se repartissent dans les 4 espaces suivants 



n = n p L @n p R @n J t®ni. (3.185) 
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L'espace 7Yf = C 24 contient toutes les particules gauches, sa base est donnee par 



T 



(3.186) 



ou nous avons omis les indices de couleur pour les quarks. 

De meme, TL^ = C 21 est l'espace de Hilbert de toutes les particules droites dont une base 

est 

(u) R , (d) R , (c) R , (s) r , (t) R , (b) R , (e) fl , (ji) R , (t) r . (3.187) 

Les espaces TCf; et H R contiennent les antiparticules de Ttf, et TC R . 

Puisque le modele standard ne contient aucune particule de Majorana, le triplet spectral 
est S^-reel. La chiralite x et 1 & conjugaison de charge J sont donnees par 



X 






V o 





hi 









-1 24 





\ 




hi J 



J 





V 







hi 



hi 






\ 

hi 



/ 



c. 



(3.188) 



ou C designe l'operation de conjugaison complexe. 
La representation 7r est diagonale par blocs, 



7T 



7T, 



(3.189) 



Dans les bases donnees par (|3.186|) et ( |3.187|) ainsi que celles correspondant a leur antiparticules, 
ces blocs sont donnes par 



n L {a) 

n£(b,c) 
iri(b,c) 



diag (a <8> I 9 , a ® I 3 ) , 
diag (bl 9 , bl 9 , bl 3 

diag (I 6 (g) c, b I 
diag (I 6 ® c, b L 



6J , 



(3.190) 
(3.191) 
(3.192) 
(3.193) 



oil (a, b, c) G H © C © M 3 (C). 
L'operateur de Dirac est 



V 



( 

M* 


V 



M 










M* 





M 
/ 



(3.194) 



oil M est la matrice de masse des fermions. Celle-ci s'ecrit 



M 



M u ®h 






M d ®h 



avec 



V 



M d 
M P 












(3.195) 



diag(m u ,m c ,m t ) , 
Vckm diag (m d , m s , m b ) 
diag(m e ,m A1 ,m T ) . 



(3.196) 
(3.197) 
(3.198) 



142 



CHAPITRE 3. CONSTRUCTION DE MODELES EN PHYSIQUE. 



Dans ce qui precede, m p designe la masse de la particule p et Vqkm est la matrice de Cabibbo- 
Kobayashi-Maskawa. Remarquons que les operateurs T> et XD donnent naissance a la meme 



theorie lorsque A est un reel non nul, compte-tenu de la condition de normalisation ( 3.154 ). 
Ceci implique que le triplet spectral (A, TC, V) ne contient aucune echelle absolue de masse, 
cette derniere etant introduite par l'intermediaire du cut-off A. 

Ceci termine notre description du triplet spectral fini associe au modele standard. II est assez 
facile de verifier qu'il satisfait a tous les axiomes relatifs au triplets spectraux finis. Ces axiomes 
peuvent egalement etre utilises pour selectionner certaines extensions du modele standard. Par 



exemple, dans [[KPf , un boson de jauge U(l) supplement aire a ete introduit en choisissant une 
algebre du type 

.4 = H©CffiC©M 3 (c). (3.199) 

Les axiomes de la geometrie non commutative permettent alors de reduire drastiquement le 
nombre de solutions pour ce type d'extension. 

Conclusion Le triplet spectral associe au modele standard est base sur V algebre 

A = U®C®M 3 (c). (3.200) 

L'espace de Hilbert est I'espace contenant tous les fermions et les antifermions sur lequel A est 
representee par ( \3.18Q) . L'operateur de Dirac V est construit a I 'aide des matrices de masse et 
de melange des fermions ( 3.194J . 



3.4.2 Matrice de multiplicity et diagramme 

A partir de ce triplet spectral nous allons construire la matrice de multiplicite. Le triplet 
spectral est reel et nous avons 5 representations irreductibles : les trois representations fonda- 
mentales de H, C et M 3 (C) ainsi que les complexes conjuguees des deux dernieres. Puisque 
la representation complexe conjuguee de M 3 (c) n'intervient pas, nous avons seulement 4 
representations irreductibles. En reperant les entrees de la matrice de multiplicite par les 
representations C, H, C et M 3 (c), la matrice de multiplicite est 



/0 


i 


1 \ 





-i 


-1 


1 -1 





1 


U -l 


1 


o J 



Le facteur 3 correspond au nombre de generations de fermions et si on a N g generations il est 
remplace par N g . 

A partir des elements de matrice de l'operateur de Dirac, on construit le diagramme corre- 
spondant. 
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Les elements de ce diagramme situes au-dessus de la diagonale correspondent aux particules 
alors que l'autre moitie est associee aux antiparticules. Puisque la matrice de multiplicite peut 
etre mise sous la forme 

/i = e + e* (3.202) 



avec 






Vo 








-0 
-0 



1 

-1 






1 \ 

-1 
1 

o / 



(3.203) 



et qu'il n'y a aucun lien entre particules et antiparticules, le triplet spectral du modele standard 
verifie l'axiome de S^-realite. 

La premiere ligne verticale du diagramme est associee a un couplage des champs scalaires 
avec le doublet d'isospin des leptons gaudies et le singlet des leptons droits. La ligne suivante 
decrit le couplage du champ scalaire avec les quarks. Les deux sommets © correspondent au 
quarks droits (u, c, t) et (d, s, b) alors que le sommet est associe au doublet d'isospin des 
quarks gauches. 

Ce diagramme n'est pas le plus general compatible avec les axiomes de la geometrie non 
commutative. En effet, on peut rajouter les liens suivants (en pointilles). 




Ces liens preservent les axiomes de la geometrie non commutative, puisqu'ils sont verticaux 
ou horizontaux et ne relient que des sommets de types differents. Cependant, ils melangent 
particules et antiparticules, ce qui entraine que la S^-realite n'est plus verifiee. 

Ils correspondent a un couplage de Yukawa entre les champs scalaires, les quarks (u, c, t) 
droits et les antileptons gauches ainsi qu'a son symetrise par conjugaispon de charge. Ce cou- 



plage a ete etudie et interprets dans |[PS2j| en termes de leptoquarks. 



Conclusion La matrice de multiplicite, donnee par (ft. 20\ ) et le diagramme associe au triplet 
spectral du modele standard ont ete construits. Cependant, ce diagramme n'est pas le diagramme 
le plus general compatible avec les axiomes de la geometrie non commutative et la matrice de 
multiplicite du modele standard, car il est possible d'y ajouter un couplage du scalaire de Higgs 
avec les leptons et les antiquarks ainsi qu'avec les antileptons et les quarks. 



3.4.3 Dualite de Poincare et neutrino massif 

Dans cette section, nous allons verifier en detail la validite de la dualite de Poincare dans 
le cas du modele standard. A partir de la matrice de multiplicite 
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Vi 



o 
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-1 



1 



1 \ 

-1 
1 

o / 



(3.204) 
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nous pouvons construire la matrice de la forme d'intersection fl en utilisant les regies enonces 
au cours de la section 2.6.3. Celle-ci est obtenue a partir de \i en additionant les contributions 
des deux lignes (et colonnes) correspondant a l'algebre C en une seule ligne (et colonne) et 
en multipliant la ligne et la colonne associee au quaternions par 2. Nous obtenons la matrice 
suivante, 




(3.205) 



dont le determinant est non nul. Ainsi, la dualite de Poincare est satisfaite dans le cas du modele 
standard. 

Incorporons au modele standard un neutrino droit. Ce dernier ne doit etre sujet a aucune 
interaction et doit etre un singlet sous toutes les transformations de jauge. Aussi, la seule possi- 
bility est de le mettre sur les termes diagonaux de la matrice de multiplicite qui correspondent 
aux deux facteurs C. Ajoutons done a un de ces deux termes la quantite era, ou n < 3 est le 
nombre de generations dans lequel nous voulons introduire ce neutrino et e un facteur qui vaut 
2 si ce neutrino droit est distinct de son antiparticule, et 1 si e'est un neutrino de Majorana. 

Dans ce cas, la matrice de la forme d'intersection est donnee par 

/ 6 + ne —6 6 \ 
D = -6 -6 , (3.206) 
V 6 -6 0/ 

dont le determinant vaut 

detn = 6(-ne + 6). (3.207) 

II s'annule si et si seulement si n = 3 et e = 2. Par consequent, ajouter un neutrino droit distinct 
de son antiparticule dans les trois generations est incompatible avec la dualite de Poincare. Par 
contre ajouter un tel neutrino dans une ou deux generations ou ajouter un neutrino droit de 
Majorana dans un nombre quelconque de generations n'est pas en contradiction avec la dualite 
de Poincare. 

II y a des indications experimentales d'oscillations de neutrinos. L'explication la plus simple 
est l'existence d'une matrice de masse pour les neutrinos comme pour les quarks. II est important 
de noter qu'en geometrie non commutative des masses de Majorana pour les neutrinos sont 
exclues car l'operateur de Dirac doit anticommuter avec la chiralite. Pour les masses de Dirac, 
on a besoin de neutrinos droits, ce qui est en contradiction avec le dualite de Poincare. 

Conclusion Dans le cas du modele standard, la dualite de Poincare est satisfaite pourvu 
qu'il n'y ait pas de neutrino droit distinct de son antiparticule dans les trois generations. Etant 
donne que les masses de Majorana sont exclues, cela nous empeche de construire un modele 
comportant des neutrinos massifs dans les trois generations. 



3.4.4 Les bosons de jauge 



Le groupe des unitaires de l'algebre du modele standard est SU(2) x U{\) x Z7 (3), il y a 
done un champ U(l) en exces qui doit etre elimine par une condition d'unimodularite. Cette 
condition d'unimodularite est obtenue en imposant la condition Ti^A^) = sur le champ de 
jauge JC7 
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Si nous notons le champ abelien provenant du facteur C et B' celui de M 3 (c), la condition 
d'unimodularite impose 

K = \B„. (3.208) 

Cette condition est equivalente a l'absence d'anomalies de jauge et gravitationnelle et permet 
de selectionner les bonnes hypercharges. 

Les constantes de couplage non abeliennes sont donnees par la relation ( p.iuq ) 



9i = (2JT)"' 4 



\ 



3/2 



F 4 A- 4 £|/^|n/ 



Dans le cas du champ electrofaible 577(2) on obtient, en dimension 4, 

9SU{2) = 7T1 



(3.209) 



(3.210) 



et dans le cas de 577(3), 



9SU(3) 



(3.211) 



Ces relations nous donnent des constantes de couplage \/2 fois plus petites que celles obtenues 
dans ||CC|| ou dans ||CIKS2j| . Ceci s'explique par le fait que dans ces derniers articles, la trace 
est prise sur l'espace de Hilbert des particules uniquement, alors que nous avons pris la trace 
sur tout l'espace de Hilbert, qui contient particules et antiparticules. Cela revient simplement 
a changer la fonction F en F/2. 

En determinant explicitement la constante de couplage abelienne gu(i), on montre ||CC|| que 

5 



2 2 2 

>9u{i) — 9su(2) — 9su(3)- 



(3.212) 



De plus, en utilisant les equations du groupe de renormalisation, on peut donner ces constantes 
de couplages a l'echelle electrofaible ||CIKS2j| . 

Conclusion Dans le cas du modele standard, le nombre de champs de jauge abeliens est reduit 
de 2 a 1 en imposant la condition d'unimodularite Tr(A^) = 0. Les constantes de couplage non 
abeliennes sont donnees par les relations ( 3.21Q) et ([3.21 1\) . 



3.4.5 Le potentiel scalaire 



Le potentiel scalaire peut etre calcule en utilisant les methodes que nous avons exposees. 
Pour cela, rappelons le diagrame associe au modele standard. 
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Les sommets relies par les lignes horizontales correspondent a l'espace des antiparticules. 
Puisque le triplet spectral est 5°-reel, ces contributions sont identiques a celles de l'espace des 
particules et nous nous occuperons essentiellement de ces dernieres. 

La derniere ligne de ce diagramme, qui correpond aux champs de jauge SU(3), n'est reliee 
a aucune autre ligne. Les champs correspondant ne sont pas couples aux champs scalaires et 
restent sans masse. 

Au lien entre la representation fondamentale de H et la representation fondamentale de C 
est associe un seul doublet de champs scalaires complexes, 



$ = ( ? ) • (3-213) 



>2 



L'autre lien relie la representation fondamentale de H a la complexe conjuguee de C, le champ 
scalaire correspondant est le conjugue quaternionique de $ donne par 



W = T • (3-214) 



Enfin, les trois matrices M u , Md et M e jouent le role des matrices M^. Notons qu'il n'y a pas 
de multiplicity car il n'y a qu'un seul doublet de champs scalaires complexes. 
Bien entendu, le terme de masse est donne par 



+ (3.215) 



avec 



fi = J^.\. (3.216) 



Notons que ce resultat est absolument identique a celui obtenu dans ||Schii|1 car la condition de 
normalisation, qui porte sur un terme quadratique, ne joue aucun role ici. 

Le calcul des termes d'ordre 4 se fait en recherchant toutes les boucles de longueur 4 sur le 
diagrammme. Celles-ci peuvent etre obtenues a partir des sous-diagrammes de longueur 1 et 2 
en appliquant les regies exposees dans la section 3.3.3. 

La contribution des sous-diagrammes de longueur 1 est 

2 x 2 x (Tr (M c M*M e M* + 3M U M^M U M; + 3M d M d M d M d )) x Tr ($$*$$*) (3.217) 

Le premier facteur 2 vient de la contribution des antiparticules alors que le second facteur est 
donne par les regies exposees dans la section 3.3.3. 

La contribution de l'unique sous-diagramme de longueur 2 est proportionelle a 



Tr 

Celle-ci est nulle car on a toujours 



$ (ia 2 $)*$*iff 2 $] • (3.218) 



$*ia 2 $ = 0. (3.219) 
En incorporant les facteurs dus a la geometrie de l'espace-temps et la condition de normal- 



isation (|3.154|) , on obtient le terme quadratique 



A((0i) 2 + (0 2 ) 2 ) 2 , 



(3.220) 
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avec 



Q et L sont dermis par 



L 

Q 



2F A L 2 ' 



Tr (M e M: + 3M U M; + 3M d M^) 



Tr 



(M e M e *) 2 + 3 (M U M*)* + 3 (M d M*) 



Nous obtenons un couplage qui est deux fois plus faible que celui obtenu dans 
une fois, ceci est du a la normalisation du terme cinetique. 



(3.221) 



(3.222) 
(3.223) 

Encore 



Conclusion Dans le cas du modele standard, le potentiel de Higgs peut etre calcule a I'aide 
d'une somme sur toutes les boucles de longueur 4- Le resultat donne un couplage qui est donne 
par P^glj) 
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Chapitre 4 

Le tore non commutatif 



4.1 Le triplet spectral 
4.1.1 L'algebre 

Dans ce dernier chapitre, nous allons construire et etudier en detail un triplet spectral 
(.4, TC, V) construit a l'aide d'une algebre non commutative qui est une deformation de l'algebre 
des fonctions sur le tore. Ce triplet spectral est relativement simple a definir et nous permet, 
pour tout entier n > 0, de construire une geometrie non commutative de dimension n qui n'est 
pas simplement obtenue en considerant une algebre de fonctions a valeurs matricielles. 

De maniere generale, on pourra trouver beaucoup d'informations concernant le tore non 
commutatif dans la revue de M. Rieffel |[R,4|] . Cependant, la plupart des travaux sur le tore non 
commutatifs sont anterieurs a la notion de triplet spectral, aussi reformulerons-nous certains 
result at s assez anciens en utilisant ce langage. 

Pour commencer, rappelons que l'algebre des fonctions lisses sur le tore de dimension n peut 
etre identified a l'algebre des fonctions indefmiment derivables sur R n satisfaisant a la condition 
de periodicite f(x + e«) = f(x) pour tout x G E n et tout vecteur ti de la base canonique de R n . 

Cela revient a considerer que le tore T n est le quotient de R n par la relation d'equivalence 

n 

xTZy si et seulement si x — y = p ; ei, (4.1) 

i=l 

avec pi G Z. Bien entendu, il est toujours possible de remplacer la base canonique par n'im- 
porte quelle autre base de R n dans la relation precedente. Les deux algebres de fonctions ainsi 
obtenues sont isomorphes et seule une structure supplement aire (structure de variete complexe 
ou Riemannienne) permet de les distinguer. 

De telles fonctions peuvent toujours etre developpees en serie de Fourier, 

f( x ) = f p e 27rip - x Vx G R n , (4.2) 

avec 

f n = 7^- f dxi . . . /' dx n j{x)e 2 ^\ (4.3) 
(2iir) n Jo Jo 

ou p = (pi, . . . , p n ) G Z n est un multiindice et p • x — p\X\ + . . . + p n x n . 

II est clair qu'une telle fonction est indennimemt derivable si et seulement si la suite f p est 
a decroissance rapide, c'est-a-dire que limp^ 1 . . .p^fp = lorsque |pi| + . . . + \p n \ tend vers 
l'inifmi, et cela pour k = (&i, . . . , k n ) G Z n . 
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De facon plus abstraite, nous pouvons considerer l'algebre des fonctions lisses sur le tore 
comme l'algebre involutive des series formelles 

/ = E ( 4 - 4 ) 



°u (fp)p€z n est une suite a decroissance rapide et U p sont des unitaires verifiant la relation 
U p U q = U p+q . Ces unitaires s'identifient a la base des modes de Fourier (e* p x ) pgZ n et on peut 
toujours considerer que U p = t/f 1 . . . U Pn , ou (£/j)i<i< n est un systeme de generateurs unitaires 
satisfaisant a UiUj = UjUi- 

II est alors facile de deflnir le tore non commutatif en inserant dans la derniere relation un 
facteur de phase. 

Definition 4.1.1 Soit 9 e M n (R) une matrice antisymetrique. On definit l'algebre Ag comme 
etant l'algebre involutive des series formelles a decroissance rapide 

T,fpU?-U?, (4-5) 



oil (C/j)i<j<„ est un systeme d'unitaires qui verifient 

UiUj = e** 9i 'UjUi. (4.6) 

Aq est consideree comme l'algebre des "fonctions" sur le tore non commutatif de dimension 
n. Si n — 1, on retrouve bien entendu l'algebre des fonctions sur le cercle. 

Nous n'avons pas encore introduit de norme sur cette algebre pour nous assurer de la 
convergence des series considerees. Bien que cela puisse etre fait en introduisant une norme 
type "convergence uniforme", nous nous restreignons dans cette section a des considerations 
purement algebriques. 

II est commode d'introduire, pour tout p E Z n , la notation U p = (Ui) pi . . . (U n ) Pn . II est 
facile de montrer que Ton a 

jjvjjq = e 2in6( P , q ) uquP ^ ( 4 ^ 

avec 9{p,q) = ill/ p ti q v . Par convention, toute sommation sur un indice grec A, /x, v, p, a, . . . 
repete en position basse et haute est sous-entendue. Lorsque le contraire n'est pas explicitement 
specifie, nous utilisons la metrique euclidienne. 

De plus, on montre que U p U q = e 2l7r x(p,Q)jjp+ci^ ^ ^ es ^ j a ma trice triangulaire superieure 
obtenue en ne gardant que les elements de 9 situes au dessus de la diagonale. En vue de simplifier 
la relation precedente, defmissons V p = e mx<yP,P1 U p . On montre alors que 

ypyq _ e -i^(x{p,p)+x(g,g))jjpjjq 

— e i^(x(p,p)+x(q,q)+ 2 x(p,q)~x(p+q,p+g))yp+q 

— e ^(x(p,q)-x(q,p))yp+q 

— e iT0(p,q)yp+q _ ^g') 

Quitte a multiplier les unitaires U p par une phase, nous obtenons la description suivante de Ag. 
Proposition 4.1.1 L'algebre Ag est l'algebre involutive des series formelles 

E f P U P , (4-9) 



ou (fp) P ez n est une suite a decroissance rapide de nombres complexes et (U p ) p& z« un systeme 
d'unitaires satisfaisant a 

JJPJjq = e «M[pt«. (4.10) 
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En particulier cette relation nous montre que U~ p est l'inverse de U p . 

II est utile de noter 9(p) le vecteur de R n defini par (9(p)) = 9^ v p u . En notant • le produit 
scalaire de vecteurs de R n , nous avons 9(p, q) = 9(p) - q— —p- 9(q). Nous pouvons alors enoncer 
le resultat suivant. 

Proposition 4.1.2 Le centre de Ae est forme des series formelles qui ne contiennent que les 
mondmes U p tels que 9{p) G Z n . Lorsqu'il est non trivial, il est isomorphe a V algebre des 
fonctions sur un tore de dimension < n. 

Demonstration : 

Soit / = J2 P fpU p G Ae un element central. Puisqu'il doit commuter avec U q pour tout q G Z n , 
on doit avoir U q fU~ q = /, ce qui equivaut a f p e 2l7re< - p ^ q = f p Vg G Z N . En consequence, si f p ^ 
on doit avoir 9{p) ■ q G Z" pour tout q, ce qui equivaut a 9{p) G Z n et demontre la premiere 
assertion. 

Soit H le sous-ensemble de Z ra forme des vecteurs p tels que 9(p) G Z ra . Lorsque le centre 
de Ae est non trivial, H est un sous-groupe non trivial de Z n et on peut trouver un systeme 
ei, . . . , e n i de generateurs de H lineairement independants avec n' < n. Par consequent, le cen- 
tre de Ae s'identifie avec l'algebre engendre par les unitaires U ei , . . . , f/ e "', qui n'est autre que 
l'algebre des fonctions lisses sur un tore de dimension n' . □ 

Lorsque le centre de Ae est trivial, on dit que Ae est non degeneree. Dans ce cas, beaucoup 
de demonstrations se simplifient considerab lenient. 

De maniere generale, nous appelons trace sur une algebre A toute forme lineaire r sur A 
satisfaisant a r(ab) = r(ba) pour tout a, b G A. De plus, si A est une algebre involutive, une 
trace est dite positive si r(aa*) > pour tout a G A et fidele si elle verifie r(aa*) > lorsque 
aa* ^ 0. 

Proposition 4.1.3 La forme lineaire r definie sur Ae par 

r(U p ) = 5(p), (4.11) 

ou 8{p) est le symbole de Kronecker qui vaut si p ^ et 1 si p = 0, est une trace positive 
et fidele appele trace canonique. De plus, toute autre trace s 'annule sur les unitaires U p qui ne 
sont pas centraux. 

Demonstration : 

Par linearite, il suffrt de verifier que r{U p U q ) = r(U q U p ) ce qui est evident. De plus, si / = 
E p f P U p , alors 

r(ffl = E \UW (4-12) 

qui est positif et ne s'annule que si / = 0. Notons que puisque la suite f p est a decroissance 
rapide, la serie precedente est convergente. Enfin, si r est une trace quelconque sur A, on doit 
avoir 

T '{U P ) = r\U q U p U- q ) = e 2i7re{p ' q) r\U p ) Vg G Z n , (4.13) 
ce qui implique que r'{U p ) = si U p n'est pas central. □ 

Outre le cas non degenere, il est aussi interessant d'etudier le cas ou le centre est un tore 
de dimension maximale n' = n, que nous appellerons "cas rationnel". 

Proposition 4.1 A Le centre de Ae est un tore de dimension n' = n si et seulement si les 
coefficients de la matrice 9 sont tous rationnels. 
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Demonstration : 

Si les nombres 9^ sont rationnels, alors tous les vecteurs (ej)i<j<„ de la base canonique de Z n 
verifient k9(ej) G Z n pour k G Z bien choisi, aussi le centre est-il de dimension n. 

Reciproquement, si le centre est un tore de dimension n, alors le sous-groupe H (voir 
la demonstration concernant le centre de Ag) est engendre par n vecteurs lineairement 
independants (e M )i< M <„. Tout vecteur de Z n s'ecrit done comme combinaison lineaire a co- 
efficients rationnels des vecteurs (e M )i< M < n ce qui nous montre que 9^ = #(e M ).e„ est rationnel. 
□ 



Lorsque 9 est rationnel, comment peut-on interpreter les elements de Ag qui ne sont pas 
centraux? Pour repondre a cette question, il est commode d'etudier d'abord le cas de la dimen- 
sion 2. Dans ce cas, l'algebre A 6 est l'algebre involutive engendree par deux unitaires U\ et U 2 
satisfaisant a la relation 

U 1 U 2 = qU 2 U 1 , q = e 2in %, (AAA) 



ou M et iV sont deux entiers positifs premiers entre eux avec M G {0, 1, . . . , N — 1}. Le centre 
de Ag est l'algebre involutive engendree par (Ui) N et (U 2 ) N qui est isomorphe a l'algebre 
des fonctions lisses sur le tore de dimension 2. Nous identifions (Ui) N et [U 2 ) N aux fonctions 

et x = (xi,x 2 ) I— > e 2l7TX2 definies sur le tore de longueur 1. Pour interpreter 



x 



(Xl,X 2 



,2i7rxi 



Ui et U 2 dans ce formalisme, il est utile d'introduire deux matrices unitaires P et Q de taille 
iV definies par 

Q- [l 



P 



Q 



\ 



q N - l J 



\ 



(4.15) 



/ 



ou, par convention nous n'avons represente que les elements de matrice non nuls. Ces deux 
matrices verifient PQ = qQP ainsi que P N = Q N = 1 et engendrent toute l'algebre des 
matrices N x N complexes. 

II est facile de representer Ag en identifiant JJ\ et U 2 aux fonctions U\(x) = e~~N~P et 
U 2 (x) = e^~Q. Cependant, ces fonctions ne sont pas de periode 1 et ne peuvent pas etre 
considerees comme des fonctions definies sur le tore car on a 



Ui(xi + l,x 2 ) = qUi(xi,x 2 ) Ui(xi,x 2 + 1) = Ui(xi,x 2 ) 
U 2 (xi,x 2 + 1) = qU 2 (x l7 x 2 ) U 2 {xx + l,x 2 ) — U 2 {x x ,x 2 ) . 

Au voisinage de chaque point, on peut considerer que Ag est une algebre de fonctions a valeurs 
dans Mjv(C), mais cette propriete n'est vraie que localement. Cependant, Ag est un fibre vecto- 
riel sur le tore usuel, dont la fibre est l'algebre de matrice M N (c), et dont les lois de transforma- 
tions sont precisees par les quatres relations precedentes. En utilisant la relation PQ = qQP, 
on peut reecrire les lois de transformations non triviales sous la forme 

U 1 {x 1 + l,x 2 ) = Q- 1 U 1 {x 1 ,x 2 )Q U 2 (x l ,x 2 + l) = PU 2 (x l ,x 2 )P-\ (4.16) 

Par consequent, les fonctions de transition du fibre sont simplement obtenues par conjugaison 
avec des matrices unitaires et constantes. 

Lorsque nous etudierons les theories de jauge, il nous sera utile de pouvoir interpreter ce 
fibre comme l'algebre des endomorphismes d'un fibre vectoriel de fibre sur le tore usuel ||R2|| . 
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Proposition 4.1.5 Soient a et b deux entiers tels que aM + bN = 1. Alors Ag est I'algebre 
des endomorphismes du fibre vectoriel de fibre C N sur T 2 dont les sections verifient 

V>(1, x 2 ) = ^(0, x 2 ) et ^(xi, 1) = Uix^ix!, 0) V(an, x 2 ) E T 2 , (4.17) 

1 \ 



avec 



U{xt) 



(4.18) 



1 

y g— 2%Traxi J 

En vue de generaliser cette description du cas rationnel a la dimension superieure, nous 



avons besoin du lemme suivant, dont on pourra trouver la demonstration dans |Langl 



Lemme 4.1.1 Soit A une matrice antisymetrique n x n a coefficients entiers. Alors il existe 
une matrice S 6 SL n (z) (groupe des matrices a coefficients entiers dont le determinant est 1) 
telle que S t AS soit une matrice diagonale par blocs constituee uniquement de et de n' < [n/2] 
blocs du type 

X o)- < 4 - 19 ' 

ou la suite (\i)i<i< n ' est une suite d 'entiers telle que Aj divise A i+ i. 

En nous basant sur ce lemme, nous allons montrer le resultat suivant. 

Proposition 4.1.6 Dans le cas rationnel, I'algebre Ag est engendree par un systeme de N 
unitaires V m tels que les seules relations de commutations non triviales soient 

V 2m . 1 V 2m = e 2i7r ^V 2m V 2m ^, (4.20) 

pour tout entier m tel que 2m <n', ou n' <n est un entier positif. 
Demonstration : 

Puisque 9 est une matrice a coefficients rationnels, il existe un entier iV tels que iV# e M n (z). 
En appliquant le lemme, on peut trouver une matrice S G SL n (z) telle que NS t 8S = NO' soit 
diagonale par blocs formee de blocs 2 x 2 et de zeros. 
Defmissons les unitaires Vi par 

Vi = U? u Ui i2 ...U^ 7 (4.21) 

ce qui implique que VNj = e 2ln6 ^VjVi que les relations de commutations non triviales sont celles 
anoncees. 

Enfin, puisque la matrice S appartient a SL n (z), il est clair qu'elle est inversible et que 
son inverse est egalement une matrice a coefficients entiers. On peut done inverser les relations 
precedentes, 

Ui = V?"Vi* ...V&, (4.22) 
ce qui prouve que Ag est egalement engendree par le systeme (K)i<i<„. □ 



Cela permet de decrire Ag lorsque 9 est rationnel par un fibre sur le tore de dimension n 
dont la fibre est une algebre de matrice dont la dimension est le produit des denominateurs 
N = Ni . . . N n apparaissant dans la forme canonique de 9. Les seules fonctions de transition 
non triviales de ce fibre sont analogue a celles de la dimension 2. 
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Avant de clore cette etude purement algebrique des proprieties de A$, il convient de faire 
deux remarques concernant l'origine geometrique de cette deformation de l'algebre des fonctions 
sur le tore. 

Tout d'abord, il apparait que Ag est intimement liee a la quantification par deformation sur 
le tore usuel. En effet, la matrice antisymetrique 9 peut etre considered, lorsque son determinant 
est non nul, comme une forme symplectique sur le tore usuel. Le produit que nous avons defini 
correspond alors a la deformation du produit usuel associee a cette forme symplectique |R4 . 



En second lieu, il est interessant de noter que cette algebre peut etre obtenue, en dimension 
2, a l'aide d'un produit croise ||R1|| . Considerons le produit croise de l'algebre A = C°°(5' 1 ) des 



fonctions lisses sur le cercle par le groupe Z agissant par une rotation d'angle —6. Dans ce cas, 
le produit croise est l'algebre A 9 engendree par les couples (f,m), ou / est une fonction sur le 
cercle et m G Z. La structure d'espace vectoriel sur Ag est determinee par celle de C°°(S' 1 ) et le 
produit est 

{f,m).{g,n) = (f.g o {R me )'\m + n), (4.23) 

ou R m g est la rotation d'angle m&. Si nous notons U la fonction x \— > e 2mx definie sur le cercle, 
alors U\ = (U, 0) et = [U, 1) sont deux generateurs unitaires de Ag satisfaisant a 

U X U 2 = e^EWi, (4.24) 

ce qui determine un isomorphisme entre A' e et Ag. 



4.1.2 L'operateur de Dirac et l'espace de Hilbert 

La construction de l'espace de Hilbert Ti associe a Ag repose essentiellement sur la con- 
struction GNS (voir Appendice A) pour l'etat determine par la trace r. Soit TC la completion 
de l'espace vectoriel Ag <S> C 2l " /21 muni du produit scalaire 

2 [n/2] 

((ai,...,a 2 [„/ao),(6i,...,6 2 [»/ai)) = T (( a k)*h)- (4.25) 

k=l 

Ag agit sur Ti par multiplication a gauche et il est facile de voir, en utilisant les proprietes de la 
trace, que cette action 7r est une representation d'algebre involutive par des operateurs bornees. 

La completion de l'espace precedent revient simplement a remplacer les suites a decroissance 
rapide de Ag par les suites de carre sommable, les vecteurs U p ®e.i formant une base hilbertienne 
de H si (ej) 1< j <2 [n/2] est une base de (d n / 2 l 

Nous definissons sur Tt une structure de bimodule en utilisant l'operateur J = C*, ou C 
est la conjugaison de charge usuelle agissant sur les matrices de Dirac en dimension n et * est 
l'involution de Ag. 

Avant de definir l'operateur de Dirac, commengons par donner l'analogue de la derivation 
pour Ag. Si di est la derivation qui verifie d^Uj) = Imbij, son action sur les monomes est 
diU p = 2iTrpiU p . Ces derivations sont parfaitement analogues aux derivations par rapport aux 
coordonnees usuelles sur le tore. Cependant, il convient de remarquer que dans le cas non 
commutatif, si a est un element de Ag qui n'est pas central et d une derivation, alors ad n'est 
pas necessairement une derivation. Aussi est-il difficile de definir sur le tore non commutatif 
des derivations qui soient analogues aux champs de vecteurs non constants, ce qui est a mettre 
en parallele avec la difficulte que Ton rencontre pour construire des automorphismes de Ag non 
triviaux. De plus, cela implique qu'il n'est pas possible de construire l'analogue non commutatif 
du repere mobile et cela nous empeche de developper la theorie de la relativite generale sur le 
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tore non commutatif. Ceci est en accord avec le fait que l'algebre A$ n'admet pas sufnsament 



d'automorphismes dans le cas non degenere [R4 



En notant { r y fi )x<n<n l es niatrices de Dirac hermit iennes satisfaisant a 

TV + 7V = 2g^, (4.26) 

ou g^ v est la metrique euclidienne, nous definissons l'operateur de Dirac par T> = ry^c^. Bien 
entendu, cet operateur est non borne car les derivations ne sont pas definies sur tout 7i mais 
seulement sur les suites a decroissance rapide. Le second membre de (|4.26f) peut toujours etre 



remplace par une matrice symetrique definie positive, dont les valeurs propres correspondent 
aux inverses des "rayons" des different s cercles constituant le tore. Pour simplifier nos notations 
nous supposerons toujours que ces nombres sont egaux a 1, mais l'extension au cas general est 
evidente. 

Puisque V est forme de derivations et que la structure de bimodule est donnee par la 
multiplication a gauche et a droite, il est facile de verifier que la condition du premier ordre est 
satisfaite. De plus, si, lorsque n est pair on pose 7 = 7™ +1 , oil ■y n+1 est la chiralite des matrices 
de Dirac en dimension n, on verifie aisement que l'axiome de realite est aussi satisfait. 

4.1.3 Verification des axiomes 

Nous avons deja montre que les axiomes de realite et la condition du premier ordre sont 
satisfaites. Nous allons maintenant verifier tous les autres axiomes, a l'exception de la dualite 
de Poincare car la verification de cette derniere necessite une description detaillee des modules 
projectifs sur Aq qui nous entrainerait trop loin ||R3| . 



Le premier axiome que nous allons verifier est l'axiome de la dimension. Pour cela remar- 
quons que V 2 = AI 2 n/2 est analogue au Laplacien et que ses vecteurs propres sont donnes par 
les modes de Fourier AU P = 4iT 2 \p\ 2 U p . Lorsque A — > 00, le nombre de valeurs propres de A 
qui sont superieures a A 2 est egal au nombre d'elements de Z n satisfaisant a |p| < ce qui 
equivaut au volume de la boule de rayon ^ qui est Kit^tj oh Vn est le volume de la boule unite 
en dimension n. Par consequent, si on note (\k)k&i la suite decroissante des valeurs propres de 
ds = \T>\~ n , on a 

Xk k^+ooT{n/2 + l){A<K) n / 2 V ^ 4 ' 27 ^ 

ce qui prouve que l'axiome de dimension est satisfait. 
De plus, on deduit de la relation precedente que 

1 N 1 
iv-Soo l^N £ Xk = r(n/2 + l)(4vr)«/2' ^ 4 - 28 ) 



ce qui revient a dire que Tr w (ds n ) est independant de u et est egal a ^(47r)^ n / 2 )r(n/2 + 1) 
Enfin, lorsque nous modifions l'operateur de Dirac de maniere a introduire une metrique non 
triviale g^ v de determinant g, il est facile de verifier que l'on obtient 



Trjds 11 ) = — - — v& w r (4.29) 
V ' T(n/2 + l)(4vr) n /2 v > 

Pour tout a E A, a et [D, a] = ij^d^a sont des operateurs de multiplication par des elements 
de A, ils appartiennent done aux domaines des derivations 5 n = [\T>\ n , .] puisque le domaine de 
toutes les puissances \V\ n est forme des elements de A ® C 2l " /21 . 
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Pour montrer que l'axiome d'orientabilite est satisfait, nous devons exhiber un cycle de 
Hochschild c tel que 7r(c) = 7. Pour cela, introduisons 

c = ]T e{a)U^ n) . . . [/"(I) ® ® . . . ® tf ff(ft) . (4.30) 
c est un cycle de Hochschild car 

N-l 

be = E (-1) 2 E • • • U~L ® U a i ® . . . <8> C^ (i )C^ (i+ i) ® . . . ® f/ CT(n ) 

+ E e(^)^)®...®EC ( 2)®^(2)®...®f^(„) 



+ E e(o-) (-1)^^-1) ® • • • ® ^(i) ® ^(i) ® • ■ • ® ^(n-l) 

= (4.31; 



car le premier terme du second membre de cette equation est identiquement nul (changer a en 
CTj, oil 7f est la permutation qui echange z et z + 1) alors que la somme des deux autres termes 
est aussi nulle (changer a en err, oil r est la permutation circulaire). 
II est clair que 

7r( c ) = J] (2ivr) n e((T)7 ,T(1) ...7 <T(n) 

o"G5„ 

= (2z7r) n n! 7 1 ... 7 n . (4.32) 

Lorsque la dimension n est paire, la chiralite 7 n+1 est definie par 

7 n+1 = z n/ V---7 n , (4-33) 

ce qui montre que c' = ^ii!) n n\ es ^ un c Y c ^ e de Hochschild tel que vr(c') = 7 n+1 et prouve 
de la sorte la validite de l'axiome d'orientabilite. De meme, lorsque n = m + 1 est impair les 
matrices de Dirac en dimension n sont obtenues en adjoignant aux matrices de Dirac de la 
dimension m, la chiralite r j m+1 . En posant d = ^y n \ , on obtient vr(c') = 1, ce qui verifie 
l'axiome d'orientabilite en dimension impaire. 

Afin de verifier l'axiome de finitude, nous devons determiner la trace de Dixmier de maniere 
explicite pour tous les operateurs de la forme n(a)\V\~ n . 



Proposition 4.1.7 Pour tout a G Ag, on a 

Trj7r(a)|£>r n ) = = . }. -. , -r(a), (4.34) 

oil t est la trace canonique de Ag. 
Demonstration : 

Puisque le tore satisfait a l'axiome de regularite, il est clair que l'application a 1— > Tr w (7r(a)|X>|~ n ) 
est une trace sur Ag ||CGS|| . Ainsi, elle s'annule sur tous les elements non centraux et est pro- 
portionelle a r sur ces elements. Le centre de Ag est isomorphe a l'algebre des fonctions lisses 
sur un tore ordinaire et V se reduit dans l'operateur de Dirac usuel. Aussi la trace de 

Dixmier est-elle dans ce cas proportionnelle a l'integrale usuelle et s'annule sur tous les unitaires 
centraux U p tels que p 7^ 0. Ainsi, a \-> Tr w (7r(a)|£>|~ n ) est proportionelle a la trace canonique 
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r, le coefficient de proportionnalite etant determine par ([4.29 ). □ 



L'intersection H°° des domaines des puissances de V est forme des elements de Ti qui sont 
des suites a decroissance rapide. Par consequent, 7^°° = A 9 ® C 2l " /2] est un module trivial sur 
Aq. De plus la relation ( p. . 1 7| ) intervenant dans l'axiome de fmitude s'ecrit 

2 [n/2] 

E r(r<) = Tr w ((e,aC)|P|- n ) =7r( n / 2 )2 n -[ n / 2 ]r(n/2 + l)r((e,C)a) (4.35) 



8=1 

pour tous £, ( G Ti°° et a G A. Puisque r est fidele, cela equivaut a 

2 [n/2] 

(e,o=Ero (4.36) 

qui definit bien une forme hermitienne sur H,°°. 

Nous avons verifie que tous les axiomes de la geometrie non commutative sont satisfaits 
pour le tore non commutatif, a l'exception de la dualite de Poincare, que nous admettons sans 
preuve. 

4.1.4 Calcul differentiel 

Afin de pouvoir etudier les theories de jauge sur le tore non commutatif, nous devons 
determiner le calcul differentiel associe au triplet spectral (A,7i,T>). Pour cela, commengons 
par etudier la representation 7r de l'algebre different ielle universelle donnee par 

a 5ai . . . 5a p i-» vr(a ) [V, at]... [V, ir(a p )] = (i)™7 Ml . . . 7^a <9 jUl ai . . . <9 Mp a p , (4.37) 

pour tout a,o,ai, ... ,Op G A. Reciproquement, tout produit de p matrices de Dirac 7 W . . . 7 Mp 
est element de n(Q p (A)) puisque 

7T (5Ui . . . 5U P ) = (-2?r) V 1 • • • 7 Mp , (4.38) 

ce qui montre que 

tt(Q p (A)) = {uj^Y 1 ■ ■ ■ Y p avec ^... Mp G Ae] . (4.39) 

On montre alors par recurrence sur p qu'un element quelconque u de 7i(Q p (A)) s'ecrit de 
maniere unique sous la forme 

" = E E ^ 1 .... inf(P ,„,- 2fc 7 w -^ f( - ) - 2fc , (4.40) 

0<2fc<inf(p,?i) Ml<---<A t inf(p,Ti)-2fc 

avec UJ^...^. G .4.0 completement antisymetrique et 

jiH-Hh _ J_ e (cr)7 M<T(1) . . . 7 Mct «. (4-41) 

Cette decomposition nous permet de determiner tt(J') explicitement. 

Lemme 4.1.2 Les elements de tt(J) fl 7r(f2 p („4)) soni /es elements de tc(Q p (A)) qui se 
developpent sur un nombre k < p de matrices de Dirac. 
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Demonstration : 

Commengons par montrer que 1 G ir(Q 2 (A)). En effet, si U = U\, on a 

U [p, U' 1 ] + [P, U] U' 1 = (4.42) 

ce qui implique que 

1 = ^ ([P, [/] [p, ET 1 ] + [P, ET 1 ] [P, C7]) . (4.43) 

Puisque J est un ideal bilatere, on conclut en multipliant 1 par n'importe quel element de 
n(Q p ~ 2 (A)), qui est une somme de produits arbitraires d'au plus p — 2 matrices de Dirac. 

Reciproquement, si c = X)JP , vr(ag)] . . . [P, ^(a^)] avec ^ 7r(ao)P^> ^l* 3 !)] • ■ • \Pi ^^pY] = 0> 
on a 

= E (^o(4^«i • • • d^ p ) - 0*^(^0* . . . ^aj)) 7 W • • • Y p 

i 

= -E^(a, 1 a;...^...7" p . (4.44) 

i 

La regie de commutation des derivations [d^, d v \ = permet alors de remplacer le produit 7^7^ 
par sa partie symetrique, ce qui diminue de 2 le nombre de matrices de Dirac apparaissant dans 
l'expression de c. □ 

On en deduit aisement que si p > n alors n(Q p (A)) C ir( J), ce qui implique que Q^A) = 0. 
De plus, tout element de Qj,(A) a, pour p < n, un unique representant forme de sommes de 
produits totalement antisymetrises de p matrices de Dirac. 

Par convention, nous choisissons dans chaque classe le representant totalement anti- 
symetrique, ce qui nous mene a 1' identification de Q^A), pour < p < n avec l'ensemble 
des elements de la forme w Atl ,..., ( u J ,7 /il . . .7^ ou w Mlr .. i(J]J G A$ est totalement antisymetrique en 
/ii, ... , /i p , alors que fi^i^A) = pour p > n. 

Par analogie avec le cas classique, nous notons dx^ la 1-forme 27^ et nous ecrivons le produit 
de matrices de Dirac sous la forme 

dx^ 1 A ... A dx^ = 7 Ml . . . 7^, (4.45) 

avec fj,i < . . . < fj, p . On peut alors mettre n'importe quel element uj de Q^,(A) sous la forme 

u = -u ltl ... ltp dx' il A...Adx^, (4.46) 

avec uj^...^ G A totalement antisymetrique, ce qui nous permet d'obtenir une formulation du 
calcul differentiel qui est formellement analogue a celle du cas commutatif. 

Proposition 4.1.8 Si uj = ±cu^ 1 ..^ p dx>* 1 A . . . Adx^ eVt p v (A) etrj — \r\v^...v q dx Vx A . . .Adx Uq G 
Qqy(A) sont deux formes differentielles alors la derivee exterieure est donnee par 

du = ^d u uj^...^ p dx u A dx^ 1 A ... A dx^ p , (4.47) 



et le produit par 



un = -J-rt<; M „t) ui vdx^ A ... A dx^ A dx Vl A ... A dx Vq . (4.48) 
p\q\ 
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Indiquons simplement le fil directeur de la demonstration, qui se fait en trois etapes. Nous 
devons d'abord exprimer u et rj a l'aide de matrices de Dirac. Nous effectuons alors les operations 
en questions (derivation et produit) et nous antisymetrisons entierement le resultat. Puis nous 
ecrivons le resultat en utilisant a nouveau les notations de l'algebre exterieure. 

II est important de noter que dx^ n'est pas la differentielle d'une quelconque coordonnee 
puisque nous n'avons jamais defini x^ ! Seuls les symboles dx^ 1 A ... A dx^ p ont un sens : 
ils torment une base du A- module lib re Vt v {A). En particulier, les "produits" dx^ 1 A ... A dx^ v 
lorsque 1 < [i\ < . . . < fj, p < n torment une base de D,j,(A), ce qui prouve que sa dimension est 

rip — re! 
re p\{n-p)\' 

Cela nous montre que Q^A) et Q^~ P (A) ont meme dimension. En complete analogie avec 
le cas commutatif, nous defmissons un ismorphisme de ^4-modules entre Qj,(A) et VL r ^~ p {A) par 

*(dx^ A... Adx^) = - — 1 e ^-»v dx vx N . . . N dx v -v (4.49) 

' (n-p)\ "l-»n-p \ > 

ou e est le tenseur completement antisymetrique associe a la metrique euclidienne. Puisqu'il 
est absolument identique a celui defini dans le cas commutatif, il est clair que nous avons 
* 2 u = (-1)p(«-p)cj pour tout u G V? V {A). 

La trace canonique r sur Ae est parfaitement analogue a l'integrale sur le tore usuel de 
volume 1, puisque 

r\ T, a P UP ) =ao- ( 4 - 5 °) 



Aussi la noterons-nous dorenavant comme une integrate : r(a) = fa pour tout a G Ae- Etant 
donne que la derivee d'un element de Ae ne contient plus de terme constant, l'integrale d'une 
derivee est nulle. 

Lemme 4.1.3 Pour tout a G Ae, on a 

' 8^0 = 0. (4.51) 



Ce resultat elementaire s'avere d'une grande utilite car il permet d'integrer par parties au 
niveau des elements de l'algebre, 



f cid^b) = -J d^a)b (4.52) 

pour tous a, b G Ae- 

Rappelons que la trace de Dixmier est reliee a la trace canonique J par 

pour tout a G A. Par linearite, cela se generalise aux formes de degre superieur en incluant 
une trace sur les matrices de Dirac. Si uj G it(£I p (A)), alors on peut l'ecrire sous la forme 
^Vi-« P 7 m . . .7 Mp et on a 

Tr w (n(u>)\V\-») = ^Tr (y* . . . >f>) TV W (k{u^ p )\V\-») 

= ^r^ + i) ^^"-^/^- (454) 
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Cela prouve que l'application 

(7rH,7r(77)) = Tr w (7^(77)* |£>|- n ) (4.55) 

defini un produit scalaire sur n(Q p (A)). En effet, puisque Tr w se reduit a la trace usuelle sur 
les matrices de Dirac et a la trace canonique sur Ae qui sont deux traces fideles, il est clair que 
Ton ne peut avoir {ix{u)),it{u))) = sans avoir n(uj) = 0. Puisque nous savons deja (cf §1.2.1) 
que cette application est une forme sesquilineaire hermitienne positive, nous avons montre que 
c'est un produit scalaire. 

De plus, le choix d'un representant totalement antisymetrique dans chaque classe correspond 
au choix du representant orthogonal a tous les elements de ir(J') n it (DP (A)). En effet, le 
representant totalement antisymetrique d'un element de Q^A) peut toujours se mettre sous 
la forme u^ 1 . . . 7 Mp , avec 1 < /ii < . . . < /jl p < n et tout element de tt(J) D it(£I p (A)) se 
developpe sur une somme de produits de k matrices de Dirac du type 7" 1 . . . f y Vp , ou k < p est 
un entier ayant meme parite que p. Puisque k < p, il existe dans le produit 7 W . . . 7 Mp une 
matrice 7 M qui ne soit pas dans le produit 7" 1 . . . 7"*. Quitte a changer le signe du produit, nous 
pouvons supposer que cette matrice est 7 Mp . On a alors 

Tr ((7 m . . . 7 At p)*7 i " 1 . . . 7 nUk ) = Tr . . . 7^7^ . . . 7 nUk ) 

— (-lV'- 1 Tr (7^-! . . . 7^ 1 7^7 !/1 . . . 7^) 

= (-ly+^Tr (7^-1 . . . 7^17^1 . . . 7^7^) 

= -Tr(7^...7 Ml 7 i/1 ... 7 i/k ). (4.56) 

Cela prouve que Tr (7 Mp . . . 7^ 7^ . . . 7^) = 0, ce qui implique que le representant totalement 
antisymetrique est orthogonal a it {J) fl it (VP (A)). 

Enfin, montrons que le tore non commutatif est une "variete sans bord", ce qui nous per- 
mettra d'appliquer tous les resultats relatifs aux theories de Yang-Mills et de Chern-Simons 

Proposition 4.1.9 Le triplet spectral (A,Ti.,T>) du tore non commutatif satis fait a la condition 
de fermeture. 

Demonstration : 

Soit 7 la chiralite de (A, Ti, V) (7 = 7™ +1 si la dimension est paire et 7 = 1 si la dimension est 
impaire). Par definition de la condition de fermeture, nous devons montrer que 

Tr w ([D, Tr(ao)] . . . [V, 7r(a n )]|D n |) = (4.57) 

pour tous a , . . . , a n G A. 

Commengons par etudier le cas de la dimension paire. Nous savons que 

7 n+ V 1 . . . Y n = (-*)"/ V 1 "^, (4.58) 

ou e Ml "" Mn est le tenseur totalement antisymetrique tel que e 12 - n = I. On en deduit que 

Tr ( 7 n+ V 1 . . . 7 Mn ) = (-2i) n /V 1 -" n . (4.59) 

En dimension impaire, nous avons aussi 



Tr ( 7 n+1 7^ . . .7^) = (_2j)K2] e Mi-^n_ ( 46Q ) 
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En effet, si 7 n+1 apparait un nombre paire de fois dans la relation precedente, nous pouvons 
l'eliminer en utilisant (j n+1 ) 2 = 1. II nous reste un produit d'un nombre impair de matrices de 
Dirac en dimension paire n — 1 et la relation precedente est verifiee puisque ces deux membres 
sont nuls. S'il y a un nombre impair de matrices egales a 7 ra+1 et si ce nombre est plus grand 
que 1, alors les deux membres de l'equation precedente sont identiquement nuls. Enfin, si une 
seule de ces matrices est egale a 7 n+1 nous sommes ramenes a l'etude du cas pair. 
En consequence, nous avons 

Tr w ([D,7r(a )]...[P,7r(a n )]|P n |) 

— 2"7r"/ 2 r(n/2+l) fc J u m u l - ■ ■ u [i p a p 

= f ( d ^( aid ^ a 2 ■ ■ ■ d^ p a p ) - ai9 Ml (9 M2 a 2 . . . d^a p )) 

= 0, (4.61) 

oil nous avons utilise la relation / <9 Ml = ainsi que la commutation des derivations. □ 

De plus, avec les notations que nous avons introduites, toute l'algebre differentielle sur Ag 
est formellement identique a l'algebre des formes differentielles usuelles. 

Enfin, il decoule de l'etude precedente et de la normalisation de -j- que celle-ci coincide avec 

l'integrale /. 

Proposition 4.1.10 Pour tout a e A, on a 

jads n = J a (4.62) 

ainsi que 

j ( 7 a ^i • • • da n ) ds n = e" 1 -^ j {a d^ ai . . . d^ n a n ) . (4.63) 

Par consequent, l'utilisation de la notation -I ne presente pas d'utilite dans le cas du tore et 

nous la remplacerons par / et, le cas echeant, par une contraction avec le tenseur totalement 
antisymetrique . 



4.1.5 Les symetries et le tenseur energie- impulsion 

Dans le cas general, les symetries d'un espace non commutatif sont defmies comme les auto- 
morphismes de l'algebre des coordonnees. Pour etudier les symetries du tore non commutatif, 
il nous faut done etudier les automorphismes de l'algebre A$. Nous ne determinerons pas tous 
les automorphismes de Ag, mais nous allons simplement en donner quelques-uns et etudier leur 
signification en theorie des champs que l'on peut developper sur le tore non commutatif. 

Puisque Ag est en general une algebre non commutative, il est clair que l'on peut construire 
des automorphismes interieurs. Ces derniers correspondent aux symetries de jauge sur lesquelles 
nous reviendrons dans les deux dernieres parties de cette these. 

L'etude du cas commutatif suggere l'existence de symetries de translation. En effet, le tore 
de dimension n peut etre identifie au groupe (S 1 ) n qui agit sur lui-meme par translation. Cette 
action translate toutes les fonctions sur le tore, aussi defmissons-nous Paction de a G (5' 1 ) n 
(considere comme le quotient R n /Z n ) sur les monomes de base de Ag par 

T a {U p ) = e 2i7ra - p U p . (4.64) 
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Le produit dans Ae est donne par U p U q = e l ' Ke ^ p,q) U p+q ce qui implique que T a est un automor- 
phisme de Ae car 

T a (U p )T a (U q ) = e ^-(p+i)u p U q = T a (U p U q ), (4.65) 

ainsi que T a T_ a = T_ a T a = 1 pour tout a G (S* 1 )™. 

Au niveau infinitesimal, cette transformation correspond aux derivations <9 M que nous avons 
introduites lors de la construction de l'operateur de Dirac. En effet, lorsque 5a tend vers on a 

T Sa (U p ) = e 2m5a - p U p = U P + {5aYU p + 0(5a 2 ). (4.66) 

Dans le cas classique, une symetrie continue d'une theorie de champs donne naissance a un 
courant conserve. Pour etudier ce qui se passe sur le tore non commutatif, nous devons d'abors 
definir ce que nous entendons par champ sur le tore non commutatif. 

Un champ scalaire sur le tore non commutatif est defini comme un element $ de Ae, ce qui 
est l'analogue d'un champ scalaire usuel qui est simplement une fonction a valeurs reelles ou 
complexes definie sur l'espace-temps. Bien entendu, cela se generalise a des champs scalaires 

/ \ N 

portant un indice supplementaire qui sont des matrices {&i)i<i<N £ \^ e ) ou ^ ^ es elements 
d'un module projectif fini a droite sur A, ce qui represente des champs ayant une topologie non 
triviale. 

Considerons une fonction C de Ae x (A$) n , appelee lagrangien, et associons a tout champs 
scalaire $ un nombre complexe S[&], appele action de par 

S[$] = |£($,«9 M $). (4.67) 

Bien entendu, ces definitions sont identiques aux definitions classiques de la theorie des champs 
et nous allons determiner les points critiques de la fonctionelle S. 
Pour les lagrangiens du type 

£($, d^) = l -g^d^d v § - V($), (4.68) 

ou g^ v est une matrice positive et V{Q) un polynome en $, nous pouvons determiner les 
equations d'Euler associees a la minimisation de Taction. Si nous ne faisons pas l'hypothese 
precedente sur la forme de C, le probleme est nettement plus difficile a traiter et nous etudierons 
ulterieurement le probleme des equations de Yang-Mills (cf §4.2.2). 

$ est un extremum de Taction si et seulement si, pour tout <5<£> G Ae, on a 

S[$ + t6Q] - S[Q] = 0(t 2 ) (4.69) 

lorsque t — > 0. On a 

\ J g^d^Q + t5$)d v ($ + t8&) - \ J g^d^d^ = 
t J g^d^d u (5^) + o{f) = 

-t f g^d^QSQ + o{f), (4.70) 
apres integration par parties. Puisque V est un polynome que Ton ecrit sous la forme 



k=p 
k=0 



(4.71) 
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on a 

k=p ft— 1 

V(<$> + t6$) =tJ2I2 a k ( f> l S ( f><f> k ~' 1 ~ l + 0(t 2 ). (4.72) 

k=0 1=0 

Utilisant les proprietes de la trace, on a 

J V{$ + t5$) = t J + 0{f). (4.73) 

On en deduit que 

S[® + tSQ] - S[$] = - J {g^dpdy® + V'{$))8$ + o(t 2 ). (4.74) 

Puisque ( |4.69| ) doit etre vraie quelque soit <5$, on obtient 

crdpd v $ + V'($) = (4.75) 

en utilisant la fidelite de la trace /. 

Cette equation est tout-a-fait similaire a l'equation classique d'un champ scalaire dans 
un potentiel. Cependant, nous avons eu besoin de la forme particuliere du lagrangien pour 
obtenir ces equations. Dans le cas general, il n'est pas possible d'obtenir des equations du 
mouvement aussi simples, du fait de la non commutativite de 5$ : nous devons tenir compte 
des commutateurs non triviaux qui apparaissent lorsque nous mettons 5$ a gauche, comme on 
peut s'en convaincre en etudiant le lagrangien plus general, 

£($, d^) = ^ ($)<9^$, (4.76) 

correspondant au modele a non lineaire. 

Nous pouvons maintenant discuter les effets de l'invariance par translation sur le Lagrangien 
precedent. Dans le cas classique, le theoreme de Noether nous montre que l'invariance par 
translation est a l'origine de la conservation du tenseur energie-impulsion d^T^ = avec 
T,j, v = d^QdvQ — g^ u £(Q, d\&). En effet, on verifie que cette equation est satisfaite en utilisant 
les equations du mouvement. Dans le cas du tore non commutatif, le meme tenseur energie- 
impulsion n'est pas conserve, car on a d^T^ ^ avec 

T^ = d»<S>d v § - g» v Qa p $a p $ + V($)) . (4.77) 

Ce tenseur-energie impulsion n'est pas non plus symetrique. Si on le symetrise, on obtient un 
nouveau tenseur T^, donne par 

ft* = _ [Qp$ff>$ + ^$^$) - (~d p <S>d p <S> + V($j) . (4.78) 

On montre, en utilisant les equations du mouvement, que ce tenseur satisfait a la relation 

= d v V{$) - l - (0"W'($) + V'{^)d v ^) . (4.79) 

En general, ce tenseur energie-impulsion n'est pas conserve, mais lorsque la theorie est libre 
V($) = ^$ 2 , nous avons d^ u = 0. 
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Nous ne pouvons pas en general determiner un tenseur energie-impulsion qui soit conserve 
car sa definition implique l'existence d'une metrique non trviale qui permette, dans le cas clas- 
sique d'une variete riemannienne, de deflnir T^ v independament de l'invariance par translation 
par 

T^( x ) = - — / ^d n xC(^,d^). (4.80) 

Puisque nous n'avons pas de telle metrique sur le tore non commutatif, nous ne pouvons pas 
appliquer cette construction generale de T^. 

Toutefois, il est possible de construire a partir du tenseur energie-impulsion des charges 
conservees en adjoignant au tore non commutatif une coordonnee supplementaire qui correspond 
au temps. Cela revient a considerer l'algebre C°°(r) ®Ae, ou C°°(R) est l'algebre des fonctions 
lisses sur R, qui sont supposees decroitre sufflsament vite a rinfini pour assurer la convergence 
des integrates. Cela revient a dire que nous considerons des champs $ qui sont des fonctions de 
t et qui se developpent sur la base des modes de Fourier de Aq par 

$(t) = J2 %(t)U p , Vi G K. (4.81) 



Si nous notons d la derivee par rapport au temps, la forme des equations du mouvement reste 
inchangee et nous defmissons 

P^ = J T^°. (4.82) 

Bien entendu / est la trace canonique sur Ae, qui est l'analogue de l'integration sur les variables 
d'espace, ce qui implique que P^ depend a priori du temps t. Tout comme dans le cas classique, 
nous allons montrer que P^ est une charge conservee. 

Proposition 4.1.11 Lorsque les equations du mouvement sont satisfaites, on a 

Jt^ = °' ^ 4 ' 83 ^ 

Demonstration : 

La demonstration de ce resultat est purement algebrique car nous ne pouvons pas utiliser des 
concepts tels que "le flux a travers une surface fermee" dans le cas du tore non commutatif. 
Contentons-nous de calculer la derivee par rapport au temps de P^ dans le cas d'une metrique 
euclidienne, le cas general d'une metrique quelconque, mais constante se deduisant du cas 
euclidien par linearite. En notant $ et <E> les derivees par rapport au temps de $, on a 

r ( ■ n ^ ■ ■ n 0tM n 1 \ 

T° M = J (^<9 M $ - - E d&di® + 2 V (®)J ■ ( 4 - 84 ) 

Lorsque \i = i ^ est une variable d'espace, on a simplement 
d'ou 

Ap* = j + . (4.86) 

En utilisant l'equation du mouvement, <9 M $<9 M $ + V'(<&) = 0, on elimine $ 

d 



^P* = j (-A($)^$ - V'{$)di$ + $<9i$) , (4.87) 
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ou A = J2i did 1 est le Laplacien. Puisque 

J (-V'(^)d^ + $9,6) = J + ^($$)) = 0, (4. 
il nous reste a montrer que 

J -A($)^$ = 0. (4.89) 

En developpant <£> sur les monomes 

$ = % UP i ( 4 - 9 °) 



on obtient 

/ -A($)^$ = 2 -(2tt) W$p$- p = (4.91) 

en changeant p en —p. 

Lorsque /i — 0, on obtient 

1 . . 1 n 

T oo = -$$--£0 i $0 i $ + V($). (4.92) 

2 2 i=1 



On en deduit 

d 



J T 00 = 0, (4.93) 



dt 

apres avoir elimine $ a l'aide des equations du mouvement. □ 

Le second type de symetrie que nous allons discuter ici sont les symetries discretes. Celles- 
ci sont l'analogue non commutatif des transformations modulaires du tore usuel, definies par 
Taction du groupe SL 2 (z) sur le tore de dimension deux que nous identifions a M 2 /z 2 . 

Ces transformations s'etendent en geometrie non commutative de la maniere suivante. A 
toute matrice a coefficients entiers de la forme, 

° ^ , avec ad - be = 1, (4.94) 

on associe l'application de Ae dans elle-meme donnee par 

U 1 t-+V 1 = U{U\ et U 2 ^ V 2 = U^. (4.95) 

En utilisant la relation ad — bc= 1, il est facile de voir que V\ et V 2 satisfont les memes relations 
de commutation que Lq et U 2 . De plus, cette matrice est inversible dans SL 2 (Z), ce qui prouve 
que l'application precedente est un automorphisme de A$ et correspond a une symetrie du tore 
non commutatif. 

En dimension superieure, toutes les transformations de SL n (z) ne definissent pas des au- 
tomorphismes de Ag. En effet, si M est une matrice de SL n (z), alors, par analogie avec la 
dimension 2, nous definissons une application de A$ dans elle meme par 



ljp^v p = U Mp \f P ez n . 



(4.96) 
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Proposition 4.1.12 L'application U p i— > V p est un automorphisme si et seulement si M t 9M — 
6 G Af n (z). 

Demonstration : 

II suffit de remarquer que V p V q = U Mp U Mq = e ^e(M P ,M q ) UP + q ^ ce qui imp i ique que yv et \jv 
satisfont aux memes relations de commutation si et seulement si e 2ln9 ( M P> M q) _ e 2m8(p,q)^ Q e j a 
equivaut a dire que 6(Mp, Mq) — 9(p, q) G Z quelque soient p et q, ce qui prouve la proposition 
precedente. □ 

Cette demonstration nous montre aussi qu'il y a un isomorphisme entre les algebres Aq et 
Am9- La reciproque est une question non resolue en dimension n > 3 [|R4j| : A quelles condi- 
tions sur 6 et 6' les algebres Ae et Aq> (ou leurs fermetures normiques) sont-elles isomorphes ? 
Certaines avancees concernant la Morita-equivalence de ces algebres peuvent etre trouvees dans 
|Schw . 

Enfin, signalons que ces trois types d'autmorphismes (automorphismes interieurs, transla- 
tions et automorphismes discrets) ainsi que leurs produits forment l'ensemble des automor- 
phismes de Ae dans un certain nombre de cas ||R4|| . Cette remarque exclut la possibilite d'avoir 
suffisamment d'automorphismes pour developper une theorie de la gravitation, ces automor- 
phismes devant jouer le role des diffeomorphismes du tore usuel. 



4.2 Theorie de Yang-Mills 

4.2.1 Les champs de jauge 

Nous allons maintenant aborder la construction des theories de jauge en utilisant le formal- 
isme developpe au cours du chapitre precedent. Pour avoir des relations plus familieres, nous 
utilisons la notation dx^ 1 A ... A dx^ p pour designer les elements de base de l'espace des formes 
differentielles. 

Avant de commencer notre etude, signalons que la plupart des proprietes de la theorie de 
Yang-Mills sur le tore non commutatif en dimension 2 ont ete formulees dans ||CR|| et dans 



en dimension superieure. Cependant, cette formulation se base sur une toute autre definition de 
la theorie de Yang-Mills qui ne peut etre generalisee pour des triplets spectraux quelconques. 
Nous allons reprendre cette etude a l'aide du formalisme developpe au cours du chapitre 1, 
quitte a redemontrer des resultats connus. 

Considerons un module projectif fini £ a droite sur A = Ae- Sans perte de generality, nous 
supposons que £ est de la forme eA N , oil e e Mn(A) satisfait a e 2 = e = e*. De plus, la 
structure hermitienne canonique de induit sur £ une structure hermitienne. 

Puisque fi^(-4) est forme des elements de la forme u^dx^ avec e A et dx^ 1 = Z7 M , Taction 
d'une connexion V sur un element quelconque e£ de £, avec £ G A N , s'ecrit 

V(e£) = {ed^ei) + eA^et) ® dx^ (4.97) 

oil A^ G Mn(A). Cette connexion est hermitienne si et seulement si la matrice A^ est antiher- 
mitienne, ce que nous supposons toujours etre le cas. 
En utilisant la relation 

F = edede + ed(eAe)e + eAeAe (4.98) 

qui nous donne la courbure d'une connexion comme une matrice de 2-formes (cf §1.3.2), nous 
pouvons, apres avoir identifies les 2-formes avec les produits totalement antisymetriques, ecrire 
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F = -F^dx^ A dx v , (4.99) 



F sous la forme habituelle 

1 

2' 
avec 

= ed^edye - ed^ed^e + ed ll (eA u e)e - ed 1/ (eA fJr e)e + [eA^e, eA u e]. (4.100) 



Grace aux proprietes des matrices de Dirac et a la commutation des derivations, la courbure 
peut aussi s'ecrire F^ v = [V^, V^], ou la derivee covariante V M : £ i— > £ est definie par la 
relation 

V(e£) = V M (e£) <g> dx» (4.101) 

pour tout £ G ^4^. 

Lorsque ^4 est commutative (ce qui equivaut a 9 G M n (z)), il n'existe pas de projecteur 
e £ A. En effet, un tel element est une fonction lisse sur le tore ordinaire qui ne prend que les 
valeurs et 1, et qui ne peut etre que constante en vertu de la connexite du tore. Toutefois 
lorsque A est non commutative, il est possible de definir des projecteurs non triviaux dans A 
appeles projecteurs de Power- Rieffel 



Soient V\ et Vi deux elements unitaires (par exemple des monomes U p et U q ) de A satis- 
faisant a la relation U1V2 = e 2mX V2V\ avec A g]0, 1[. Pour toute fonction lisse / du cercle dans 
K dont les coefficients de Fourier sont notes a^, nous defmissons f(U), pour U G A, par la 
relation 

f{U) = Y j a k U k . (4.102) 

Soit alors 

e = /(Vi)V 2 + g{V x ) + (fiVjVz)* (4.103) 

ou / et g sont deux fonctions lisses sur le cercle. II est facile de montrer qu'il existe une infinite 
de fonctions f et g telles que e soit un projecteur. En particulier ||(J1|| , on peut construire une 
projection e telle que 

Je = X (4.104) 

et 

— / e{d l ed 2 e - d 2 ed x e) = 1, (4.105) 

ou nous avons note d\ et 9 2 les deux derivations defmies par djYj = ImbijVi pour i,j G 
{1,2}. Nous utiliserons cette projection ulterieurement lorsque nous etudierons les proprietes 
topologiques des champs de Yang-Mills (cf §4.2.3). 

Lorsque la matrice 9 est rationnelle, nous avons vu (cf §4.1.1) que Ae correspond a un fibre 
sur le tore usuel dont la fibre est une algebre de matrices. Les fonctions de transition de ce 
fibre sont simplement donnees par la conjugaison par des matrices unitaires et constantes qui 
determinent les lois de transformation des champs de jauge A^. 

Ainsi, lorsque 9 G M n (Q) la theorie de jauge basee sur le module trivial £ = A est une 
theorie de jauge sur le tore ordinaire, avec un fibre non trivial ayant des fonctions de transition 
constantes. L 'etude de ce type de configurations sur le tore, avec des fonctions de transition 
constantes ou non, a ete initiee dans 0] et est developpee dans |[Ba|| et dans |[LPK|| . Nous 



n'etudierons pas plus avant le cas rationnel mais nous garderons present a l'esprit que lorsque 9 
est rationnel la theorie de jauge est une theorie de jauge conventionelle sur le tore commutatif. 
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4.2.2 Equations du mouvement et identites de Bianchi 

Dans le cas du tore non commutatif, l'application 

(7r(o;),7r(77)) = Tr w (77(0/1*77(77) |P|- n ) (4.106) 

est un produit scalaire sur ir(Q p (A)) et le choix du representant totalement antisymetrique 
correspond a une projection orthogonale sur le supplementaire orthogonal de vr(jT) (cf §4.1.4). 
Dans ce cas, Paction de Yang-Mills est donne par le carre de la norme de la courbure, et on 

a 

S Y M[eA^e} = ~ J Tr (F^F"") (4.107) 

car 

F = X -F^dx» A dx v = ^[i^, i-f\ (4.108) 

et 

Tr (py*, i 7 1 [i 7 p , i-y*]) = 2 [n/2] 4 (g"V - g"g") . (4.109) 

Notons que le signe - dans Taction de Yang-Mills nous assure sa positivite ,car F^ v est antiher- 
mitien. 

Puisque nous connaissons explicitement la courbure en fonction du champ de jauge eA^e, 
il est possible de determiner les equations du mouvement. 

Proposition 4.2.1 eA^e est un point stationnaire de Faction de Yang-Mills si et seulement si 

ed^F^e + [eA^e, F^} = 0, (4.110) 

avec 

F^u = ed^ed v e - ed u ed^e + ed^(eA v e)e - ed v {eA^e)e + [eA^e, eA v e\. (4-111) 
Demonstration : 

La connexion definie par eA^e est un extremum de Taction si et seulement si 

j t S YM [eA^ + te<$V]|t=o = ( 4 - 112 ) 
pour tout 5A^. Au premier ordre en t, on a 

Sy M [eA^e + teSA^e] - S YM [eA^e\ = tSS = -t J Tr (F^F"") + o(t 2 ) (4.113) 

avec 

b~F^ v = +ed^(eSA u e)e - ed 1/ (eSA fl e)e[eSA IJ ,e,eA 1/ e\ + [eA^e : eSA v e\ 

= e [dp + eA^e, e5A u e] e — e [d v + eA u e, edA^e] e. (4.114) 

En posant -D M (a) = [d^ + eA^e, a] pour a G Mn(A), on a 

5F^ = eD^(e5A u e)e - eD u (e5A^e)e, (4.115) 

ce qui donne, puisque / est une trace verifiant la regie d'integration par parties, 

5S = 2 J Tr (eD^eSA^ . (4.116) 
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Puisque 5S = doit etre vrai quelque soit 5A V et que la trace est fidele, on obtient 

eDpF^e = 0, (4.117) 
ce qui est bien le result at annonce. □ 

Dans le cas general d'un triplet spectral quelconque, il est clair que la meme demarche 
ne peut etre employee pour determiner les equations du mouvement car notre demonstration 
repose sur les trois particularites suivantes du tore non commutatif : 

1. l'expression explicite de Taction en fonction du champ de jauge A, 

2. la regie d'integration par parties, 

3. la fidelite de la trace definie par l'integration des fonctions. 

Ce resultat nous permet de montrer que les connexions a courbure constante, lorsqu'elle 
existent | |R3[ | , sont des solutions des equations de Yang-Mills. 

Proposition 4.2.2 Si le module £ admet une connexion a courbure constante, i.e. F^ v = f^e 

avec G C, alors cette connexion est solution des equations du mouvement et on a 

f JTrjed^edue - e&efye) 

U» = jt^ (4-118) 

qui ne depend que de la classe de £ dans le groupe K (A). 
Demonstration : 

Si eA^e est une connexion a courbure constante, alors ed^F^e = f ,ll 'ed ll ee=Q car e 2 = e donne 
par derivation e{d^e)e = 0. De plus, [eA^e, F^] = f^[eA^e,e] = 0, ce qui prouve que eA^e 
satisfait aux equations du mouvement. 

Puisque la courbure est F^ = /^e, on a 

= ed^ed u e — ed u ed^e + ed^(eA u e)e — ed u (eA fJi e)e + [eA^e, eA v e\. (4.119) 
En utilisant les proprietes de JTr (integration par parties et propriete de trace), on obtient 

fr, J Tre = J Tr(ed^ed u e - e&efye), (4.120) 



d'ou 



, __ I Trjed^e^e - ed u ed^e) 

H» j Tre • \ ■ j 



Enfin, les applications <fto et 2 definies par 

o (a o ) = J Tr(a ) 

^2(00, ai,a 2 ) = J ^ r (ao(5iai(9 2 a 2 - d 2 a 1 d 1 & 2 )) (4.122) 

pour tous a ,ai,a 2 G A sont des cocycles cycliques. En consequence, <fio(e) et 2 (e, e,e) ne 
dependent que de la classe du projecteur e dans le groupe K (A). □ 



En fait, la derniere partie de ce resultat s'etend sans difficulte a des connexions qui ne sont 
pas necessairement a courbure constante : 
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Proposition 4.2.3 Si £ = eA N est un module ayant une connexion dont la courbure est F^ v , 
alors 



J TrF Mi/ = J Tr (e(<9ie<9 2 e - d 2 ed l e)) (4.123) 

ne depend que de la classe de e dans K (A). 

Par consequent, nous pouvons interpreter /TrF Mi , comme une quantite topologique, car elle 
ne depend pas du choix de la connexion A p et est stable par deformation.. 
Dans le cas commutatif, il est connu ||LPK|| que les quantites 



1 

2iir 



TrF^ (4.124) 



/ 





9' 





^ 




-& 






















-9" 


V 








9" 


o / 



sont des nombres entiers. L'exemple suivant nous montre que ce n'est pas le cas en geometrie 
non commutative, meme si ces nombres apparaissent comme des couplages entre la i^-theorie 
et la cohomologie cyclique. 

Exemple 4.2.1 

Considerons le tore non commutatif de dimension 4 defini par la matrice 



(4.125) 



avec 9', 9" e]0,l[. 

Dans l'algebre engendree par les unitaires Ui et U 2 (resp. U 3 et f/ 4 ), nous definissons, grace 
a la construction de Power-Rieffel, un projecteur e' (resp. e") satisfaisant aux relations J e' = 9' 
et / e'^e'cV - d 2 e'd 1 e') = 2m (resp. / e" = 9" et J e"(d 3 e"d 4 e" - d 4 e"d 3 e") = 2m). 

Puisque e' et e" commutent, e = e'e" est un projecteur dans Ae qui verifie 

^- J TrF^ = J- J Tr (e^e^e - d^e)) = 9^, (4.126) 

qui n'est pas entier en general. Bien entendu, en prenant e = e' ou e = e", ^~ J TrF^ est entier. 

Cette construction se generalise en dimension superieure pour des matrices 9 qui sont diago- 
nals par blocs. Aussi ^- / TrF^j, n'est-il pas necessairement entier lorsque n > 4, contrairement 
au cas commutatif. 

Toutefois, nous allons montrer (cf §4.2.4) qu'en dimension 4, 



Tr(F^F p(J ) (4.127) 



32tt 2 

est toujours entier. ■ 

Terminons par l'etude des identites de Bianchi. 
Proposition 4.2 A Sur le tore non commutatif, les identites de Bianchi s'ecrivent 

[V, F] = (ed p (F pa ) + [eA p e, F pa \) dx>* A dx p A dx a = 0. (4.128) 
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Demonstration : 

Rappelons que l'identite de Bianchi est definie comme etant la relation [V, F] — entre 3-formes 
a valeurs matricielles. 

En utilisant les notations habituelles, Faction de F sur e£ G eA N s'ecrit 

F(ef) = F pa £dx p A dx a . (4.129) 

Puisque V(e£) = (ed^(e^) + eA p e^) <8> dx^ 1 , on en deduit que 

[V, F]e£ = (ed p (F pa )e + [eA u e, F pa \) £ <g> dx p A dx p A dx a = 0, (4.130) 

ce qui est bien le resultat anonce. □ 

En dimension 4, e pvpa dx u A dx p A dx a forment une base de l'espace des 3-formes pour \i = 
1, . . . , 4, ce qui nous permet d'ecrire l'identite de Bianchi de la maniere suivante, 

e^pa (ed u F pa e + [eA u e } F pa \) = 0. (4.131) 

Cela donne, en posant F^ = l/2e pvpa F pa , 

ed p F^e + [eA p e, F pu ] = 0. (4.132) 

La comparaison de ces relations avec les equations du mouvement, 

edpF^e + [eA p e, F pu ] = 0, (4.133) 

nous montre que toute connexion self-duale, i.e. telle que F pu = F pu , est automatiquement 
solution des equations du mouvement, en complete analogie avec le cas classique. 

4.2.3 Le spectre de dimension du tore non commutatif 

En vue d'appliquer le theoreme local de l'indice, nous devons etudier le spectre de dimension 



du tore non commutatif. Rappelons d'abord le resultat suivant ||UM1 



Proposition 4.2.5 Le spectre de dimension d'une variete compacte de dimension n munie 
d'une structure de spin est simple et inclus dans {0, 1, . . . , n}. 

En particulier, cela implique que le spectre de dimension du tore usuel est inclus dans 
{0, 1, . . . , n}. Montrons que ce resultat reste valide dans le cas non commutatif. 

Proposition 4.2.6 Le spectre de dimension du tore non commutatif de dimension n, muni de 
I'operateur de Dirac i^ p d Pj , est simple et inclus dans {0, 1, . . . , n}. 

Demonstration : 

Par definition du spectre de dimension, nous devons montrer que la fonction 

C:;r r W = Tr (> mi (bi) • • .5 mr (b r )|D|- 2z ) , (4.134) 

avec bi G £>, B designant l'algebre engendree par n(A) et [D, 7r(A)), et ou 5(b) = [\V\,b], qui 
est holomorphe pour $l(z) assez grand, se prolonge analytiquement sur le plan complexe prive 
de {0, 1, ... , n}. 

Malheureusement, cette demonstration est assez longue et nous nous contentons d'en donner 
les principales etapes. 
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1. Puisque [D, 7r(a)] = ij^d^a pour tout a et que \V\ est un operateur scalaire (il est diagonal 
dans l'espace C 2 ™ sur lequel les matrices de Dirac sont representees), on separe la trace 
sur les matrices de Dirac pour se ramener au cas 6, G A. 

2. On commence par etudier le cas ou tous les bi sont des monomes de base U l . A un facteur 
de phase pres, c'est la meme chose que dans le cas commutatif. En utilisant O 



\V\- 2z = —— / t z - l e~ w dt, (4.135) 
T(z) Jo 

on ramene le probleme a la determination d'un developpement asymptotique de 

— - / t z - 1 Tr(5 mi (XJ Pl )...5 m <(XJ p r)e- w )dt (4.136) 
T(z) Jo ' 

lorsque t — > 0. 

3. On montre que les coefficients du developpement asymptotique precedent ont une crois- 
sance au plus polynomiale en pi, . . . ,p r , ce qui nous permet de donner un developpement 
asymptotique de 

— -y ^ t^Tr (5 mi (bi) • • • 5 m *(bAe- tV ) dt. (4.137) 

4. On conclut en utilisant la meme methode que dans [0 pour prolonger analytiquement 
les fonctions precedentes. 

□ 

Cela nous permet d'appliquer la formule locale de l'indice pour montrer l'integralite de la 
borne inferieure de Faction de Yang-Mills ainsi que l'invariance de jauge de Paction de Chern- 
Simons a un multiple entier de 2iir pres. 

4.2.4 Une application du theoreme de l'indice en dimension 4 

Lorsqu'un triplet spectral de dimension 4 satisfait a la condition de fermeture, nous avons 
montre (cf §1.3.4 ) que Taction de Yang-Mills admet une borne inferieure donnee par 

j-fTi (edededede) = e^ pa J Tr (efye&efye^e) . (4. 138) 

Dans le cas commutatif, cette quantite est un nombre entier que multiplie une constante 
numerique. En appliquant la formule locale de l'indice, nous allons montrer que ce resultat 
d'integralite est encore valide pour le tore non commutatif de dimension 4. 

Proposition 4.2.7 

-^7Tr (edededede) ds 4 = 8vr 2 n. (4.139) 

avec fiGZ 
Demonstration: 



Puisque le tore non commutatif de dimension 4 a un spectre de dimension simple et contenu 
dans {0, 1, 2, 3, 4}, nous pouvons lui appliquer le theoreme de l'indice (cf §1.4.3), ce qui montre 
que 

o (e) - 20 2 (e, e, e) + 120 4 (e, e, e, e, e) (4.140) 
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est un entier si e G M N (A) est une projection hermit ierme. Bien entendu, nous appliquons 
le theoreme de l'indice au triplet spectral (M N (A),H <S> C N ,T> ® I N ), qui a meme spectre de 
dimension que (A,Ti,T>). 

Etant donne que le spectre de dimension est simple, les cochaines O , 02 et 04 sont defmies 

par 

0o = ResiTr( 7 a o |P|- 2z ) (4.141) 

z=0 

2 (a o ,ai,a 2 ) = 

n<*5* <9 ^SSS^Sf S?o ^ (7ao(dai) kl (da 2 ) k2 |r>|~ 2(kl+k2+1+z) ) (4.142) 

4 (ao, cli, a>2, 0,3, a 4 ) = ^ Res Tr (7aodaida 2 da 3 da4|'E , |" 4 " 2z ) , (4.143) 

ou (da) k = V k (da) avec V(da) = [£> 2 ,da]. 

Pour evaluer les traces precedentes, nous nous plagons dans la base (£7 p <g>e*<g>e a ) formee des 
produits tensoriels des monomes de Fourier U p , d'une base (e l )i<j<4 de l'espace C 4 sur lequel 
les matrices de Dirac agissent et d'une base orthonormale (e a )i< a <jv de l'espace muni de sa 
structure hermitienne canonique. Puisque 7 = 7 5 et [D, 11(a)} = i^d^a pour tout a G A, nous 
allons separer la trace sur les vecteurs de base de £ 2[n,2] de la trace sur les autre vecteurs. Par 
un abus de notations, nous noterons de la meme maniere toutes les traces. De plus nous notons 
A = T> 2 l'analogue du laplacien, qui n'agit que sur les vecteurs U p . Enfin, tout operateur de 
multiplication par un element de M^(A) n'agit que sur U p et e a , son action sur e l etant triviale. 

Puisque 7 = 7 5 et Tr( 7 5 ) = 0, on a pour $l(z) assez grand 

Tr ( 7 a |P|" 2z ) = Tr( 7 5 )Tr (a A- z ) = (4.144) 
ce qui implique que 0o(e) = 0. De meme, pour ^ft(z) assez grand, 



(-i)fci+fc 2 (fc 1 +fc 2 ) 

fci+fc 2 <2 

= 



car Tr ( 7 5 7 ^7^) = 0. On en deduit que 2 (e, e, e) = 0. Enfin, pour ^St(z) assez grand, 

Tr ( 7 aodaida 2 da3da4|r , | _4 ~ 2z ) = 
Tr ( 7 5 7 M 7 -y 7 -) Tr {^d^d^d^d^- 2 ^) = 

-4e^Tr (a ^ai^a 2 ^a 3 9 (7 a4A- 2 - z ) , (4.145) 

puisque 7 5 = — 7 1 7 2 7 3 7 4 . Pour evaluer Tr (ao^ai^a^ascJ^A -2-2 ), nous nous plagons dans 
la base U p <8> e a . Cette base est orthonormale pour le produit scalaire 

(U p <g> e a , U q ®e b ) = j (U p *U q ) Tr (e a *e b ) , (4.146) 

ce qui implique que si A G M N (A) est une matrice agissant par multiplication sur A N et A est 
le Laplacien verifiant AU P = 4n 2 p 2 U p , on a 

(U p ®e a ,A/\- 2 ~ z (U p ®e a )) = 
(Atx 2 p 2 )- 2 - z J (f/ p *Tr(e a *Ae a )U p ) = 

(4ttV)- 2 - 2 / Tr(e a *Ae a ), (4.147) 
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on a 



ou Tr(A) designe la trace de la matrice A a valeurs dans A. On en deduit que 

Tr (a d fl aid l/ a 2 d p a 3 d a a4A^ z ) = 
J2(4ir 2 p 2 )- 2 - z J Tr (e^aod^d^dp^da^) = 

p,a 

Tr(A- 2 - z ) J Tr (a ^ t a 1 ^a 2 9 p a 3 9 (T a4) . 

Tr(A" 2 ~ z ) = Ep(47r 2 p 2 )- 2 " z est la fonction ( usuelle associee au laplacien sur le tore euclidien. 
Cette fonction se prolonge analytiquement sur C prive de I'origine et on a Q 

ResTr(A- 2 - z ) = -^. (4.148) 

On en deduit que 

4 (a o , ai, a 2 , a 3 , a 4 ) = 7-r-^e^ pCT / Tr (ao^aid^fyasdo-a^ . (4.149) 

Puisque O et 2 sont nuls, le theoreme de l'indice nous montre que 120 4 (e, e, e, e, e) G Z, ce qui 
prouve que 

_l_ e ^ | Tr (g^e^e^e^e) = n (4. 150) 

est un entier. 

Etant donne que 

(edededede) ds 4 = ^ vpa J Tr (efye&efye&e) , (4. 151) 

-fj (edededede) ds A = 8n 2 n. (4.152) 

□ 

Cela nous montre que Faction de Yang- Mills est minoree par 87r 2 |n|, 

y Tr (F^F""*) > 16tt 2 |ii|, (4.153) 
avec n entier. Ce resulat est tout-a-fait similaire a celui que Fon obtient dans le cas commutatif. 

4.2.5 Invariance de jauge de Paction de Chern-Simons 

De maniere tout-a-fait analogue, nous allons etudier Faction de Chern-Simons sur le tore 
non commutatif de dimension 3. Commengons par rappeler que pour un triplet spectral de 
dimension 3 satisfaisant a la condition de fermeture, Faction de Chern-Simons est (cf §1.3.5) 

S CS [A} = A^Tr^Ods 3 , (4.154) 

ou A est une 1-forme hermitienne a valeurs matricielles et K\ est un representant quelconque 
de la forme de Chern-Simons 

K = AdA + -A 3 . (4.155) 
3 

Notons que nous avons introduit un facteur k/4ir supplement aire par rapport a la definition 
donnee dans 1.3.5, ou k est un nombre reel. Ce coefficient est une constante de couplage, dont 
Finteret apparaitra ulterieurement. 

Dans le cas du tore non commutatif, cette definition se simplifie car on peut construire 
explicitement la forme K. 
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Proposition 4.2.8 L'action de Chern-Simons est donnee par 

Scs[A,} = ^e x ^ J Tr (a^A, + ^A A A M A,) . (4.156) 

Demonstration : 

Avec les notation usuelles, on a 

A = A^dx", (4.157) 

d'ou 

K = (AxdpAv + -AxA^A^ dx x A dx^ A dx", (4.158) 

apres avoir identifie K avec son representant totalement antisymetrique. 

Les matrices de Dirac en dimension 3 n'etant autres que les matrices de Pauli, on a 

dx" A dx v Adx" = - ]T e(a)i^ij a ^i^ = e x ^. (4.159) 

6 °es :i 

La normalisation de -J- etant choisie de maniere a eliminer tous les facteurs numeriques, on a 

A -fxds 3 = / Tr (a a 0„A„ + ^A A A M A,) . (4.160) 

□ 

Le comportement de cette action sous une transformation de jauge est analogue au cas 
classique. 

Proposition 4.2.9 Sous une transformation de jauge A^ — > uA^u^ 1 +ud fJi u~ 1 avecu e Mn(A) 
unitaire, l'action devient 

ScsiuA^ + ud.u- 1 } = S CS [A,] + j Tr (u^u-'u^u-^^u" 1 ) (4.161) 

t \»v J Tr (vdxu^ud^udvVT 1 ) = 24tt\ (4.162) 



avec 



oil n est un entier. 
Demonstration : 

Pour montrer la premiere partie de ce resultat, il suffit de remarquer que le tore non commutatif 
de dimension 3 satisfait a la condition de fermeture. Les resultats generaux sur Taction de 
Chern-Simons (cf §1.3.5) nous permettent alors d'ecrire 

ScsiuAu' 1 + udu- 1 } = S CS [A] + (udu^Yds 3 . (4.163) 

127T J ^ ' 

En choisissant le representant totalement antisymetrique de (udu^ 1 ) 3 , on obtient 

A- -f (udu- 1 ) 3 ds 3 = ^~^ v I Tr (u^u-^^u-^^u- 1 ) , (4.164) 
ce qui est bien le resultat annonce. 
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Pour montrer la quantification de cette quantite, nous allons employer le theoreme de l'indice 
en dimension 3. Puisque le spectre du tore non commutatif est simple, le theoreme de l'indice 
nous montre que 



+ l -T,(u[v\[v\[V,u- l ]]]\V\s) 

- ^(u^u-^VM^u- 1 ]^-*) (4.165) 

est un entier car c'est l'indice d'un operateur de Fredholm. r est le residu de la trace ordinaire 
defini par 

t (P) = ResTr (P|T?|- 2z ) (4.166) 

pour tout P appartenant a l'algebre engendree par n(A), [V,7i(A)} et \V\. 

Pour calculer ces residus, nous allons employer essentiellement les memes methodes que 
dans la section precedente. Bien entendu, nous travaillons avec le triplet spectral (M N (A), TL <S> 
C N , T><S>In) obtenu en considerant une algebre de matrices a valeur dans le tore non commutatif. 
Introduisons la base U p ® e l <E> e a formee des monomes de Fourier U p , de la base canonique de 
l'espace C 2 sur lequel les matrices de Pauli agissent et de la base canonique C^. Cette base est 
orthonormale pour le produit scalaire 

(U q ® t 3 ® e\ U p ®t l ® e a ) = Tr (e^) Tr (e a *e b ) f (U p *U q ) . (4. 167) 



En dimension 3 les matrices de Dirac sont simplement les matrices de Pauli que nous notons 
toujours 7 M pour ji = 1,2,3. Pour tout unitaire u G M N (A) on a du' 1 = i^d^u' 1 , oh d^u' 1 
est la matrice obtenue en faisant agir la derivation sur chacun des coefficients de -u -1 . Pour 
9ft(z) assez grand, Tr (u[P, u" 1 ]]©!" 22 ) est bien defini et on a 

Tr (upT^u- 1 ]!©!- 22 ) =iTr( 7 ^)^ f (u p *Tr (u^u^ 1 ) U p ) (47r 2 p 2 )" = (4.168) 

p J 

car Tr(7 M ) = 0. Par consequent, cette fonction se prolonge analytiquement en la fonction nulle 
sur tout le plan complexe et son residu est nul. Done a 

T G {u[V,u- l ]\V\- 1 ) =Q. (4.169) 

De la meme maniere, on montre que 

roOipJMP.u- 1 ]] |X>|- 3 ) = 0, 
r (u \V\ \V\ [V, u- 1 ]]] \V\- 5 ) = 0. (4.170) 

En effet, pour ^St(z) assez grand, les traces definissant ces residus sont bien definies, et conti- 
ennent en facteur un terme du type Tr(7 M ) car T> 2 est un operateur scalaire dans l'espace sur 
lequel agissent les matrices de Pauli. Ces traces sont done identiquement nulles pour assez 
grand et se prolongent analytiquement sur le plan complexe tout entier. 
Reste a evaluer 

r (u^u-^P^ltP,!*- 1 ]!©!- 3 ) =R^ , B:(u[P,u- 1 ][P,u][P,u- 1 ]|P|- 3 - 2z ) . (4.171) 
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Lorsque ^ft(z) est assez grand, cette trace est bien definie et on a, en utilisant la base precedente, 

Tr (u[D, u- 1 ] [V, u] [V, u" 1 ] \V\ - 3 - 2z ) = 
E Tr ^Vif) / (U p *Tr (n^u^u^u" 1 ) U p ) |4tt 2 P 2 |- 3 / 2 - z 

= 2e X(W / Tr (u^u^u^" 1 ) Tr (a~ 3 / 2 - z ) , (4.172) 



on A est le laplacien usuel sur le tore commutatif de dimension 3 muni de la metrique euclidi- 
enne. Ses valeurs propres sont 47r 2 p 2 et la trace est evaluee dans la base de modes de Fourier. 
La fonction z 1— > Tr (A _z ) est holomorphe sur C prive de 3/2 et son residu est donne par ||G| 

ResTr (a- 3/2 - z ) = — . (4.173) 

z=0 V / 471-2 v ' 

On en deduit que 

r {u\V,u- x \\V,u\\V,u x \\V\- z ) = J Tr (u^u-^u^u" 1 ) . (4.174) 
Etant donne que ce terme est le seul terme non trivial apparaissant dans le theoreme de l'indice, 

^7-0 (u[D, u- 1 ] [V, u] [V, u- 1 ] \V\- 3 ) (4.175) 
est un entier, ce qui prouve que 

e \ixv J Tr ^u-i^u^u -1 ) = 247r 2 n (4.176) 

avec n entier. □ 

Par consequent, si k est un entier la fonction e %Scs ^ A ^ est invariante de jauge car sous une 
transformation de jauge 

iScsiA^] -> iScs[A^} + 2ikn. (4.177) 
Cela implique que la fonction de partition du tore non commutatif 

Z(Ao) = f [VA^] e iSos ^ (4.178) 



est bien definie apres fixation de la jauge. 

Pour evaluer cette integrate fonctionnelle, on se place en general dans l'approximation semi- 
classique : on ecrit le champ A^ sous la forme A ^ + B^, ou A ^ est un champ satisfaisant 
aux equations du mouvement. On developpe alors Taction au second ordre en B^, en incluant 
les termes de fixation de jauge, et on regularise l'integrale fonctionnelle sur B^ en utilisant 



1' invariant rj [Wi|. 



Bien que nous n'allons pas effectuer ce calcul ici, cherchons les points critiques de Taction 
de Chern-Simons. 

Proposition 4.2.10 Les points critiques de Faction de Chern-Simons sont les connexions d 
courbure nulle. 
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Demonstration : 

Par definition, le champ de jauge est un point critique si et seulement si 

j t Scs[A fi + t5A fl ]\ t=0 = (4.179) 

pour toute 1-forme hermitienne SA^ a valeurs matricielles. Pour exprimer cette condition, nous 
faisons un developpement limite au premier ordre en t de 



On a 



S C s[A^ + t5A^]\ t=0 . (4.180) 



e A ^ (A x + t5A\) <9 M (A v + tSA v ) = 
e^Axd^A, + t (Axd^A, + 8A x d»A v ) + 0(t 2 ) (4.181) 



amsi que 



e x ^ (A\ + t6A x ) (Ap + tSAJ (A, + t5A v ) = 
e^AxA^A, + te x ^ (5A x A ll A u + A X 5A^A U + AxA^A,) + 0(f ). (4.182) 

En utilisant les proprietes de trace de / Tr, on obtient 

S CS [A, + t5A,] = Scs[A,} + te x ^ J Tr (5A X F^) , (4.183) 

avec 

= d»A v - d v A^ + [Ap, A,}. (4.184) 

Puisque la trace est fidele, le coefficient en t s'annule pour tout 5 Ax si et seulement si F^ v = 0, 
ce qui prouve le resultat annonce. □ 

Cela acheve notre discussion des proprietes classiques des theories de jauge sur le tore non 
commutatif. 



4.3 Symetrie BRS et regies de Feynman 

4.3.1 Generalites 

Nous allons terminer en abordant l'etude de la quantification de la theorie de Yang-Mills sur 
le tore non commutatif. Notre approche est essentiellement perturbative et nous developperons 
tous les outils usuels de la theorie des champs : fixation de jauge, symetrie BRS et diagrammes 
de Feynman. Nous adoptons pour la theorie de Yang-Mills sur le tore non commutatif la meme 
demarche que pour une theorie des champs ordinaire, ceci etant justifie par le fait que si 9 est 
une matrice a coefficients rationnels, nous obtenons une theorie de Yang-Mills ordinaire. 

Nous nous limitons a la theorie la plus simple qui consiste a prendre le module projectif 
trivial S = A, meme si la discusssion se generalise facilement a £ = A N . La connexion la plus 
generate sur ce module est donnee par 



V(0 = m + gA,0®dx» 



(4.185) 
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pour tout £ e A. g > est une constante de couplage et cette connexion est supposee compatible 
avec la metrique, ce qui equivaut a dire que (A^)* = —A^. 

Les transformations de jauge sont donnees par les unitaires u e A qui agissent sur V par 
itVtt" 1 , ce qui nous donne la loi de transformation du champ de jauge 

Afx i — > uA^u 1 + ^-ud^vT^ . (4.186) 

Pour developper la theorie quantique des champs, nous nous placons dans l'espace des 
impulsions. Par consequent, nous developpons tous les champs sur les modes de Fourier U p , 

A^E^X (4-187) 



avec A\ = -A~ p car (A^)* = -A^ et {U p f = lf- p . 

Pour simplifier nos notations, nous multiplions 9 par 7r ce qui implique que la regie de 
multiplication s'ecrit simplement U p U q = e id (p«)u p+q . Puisque <9 M £/ P = Imp^ et [U p ,U q ] = 
2i sin 9(p, q), la courbure 

= l - [dp + gAp, d u + gA u ] = d^A u - d u A^ + g [A^ A v \ (4.188) 

se developpe en serie 

^=E^ P ( 4 - 189 ) 



avec 

F*, = 2inp,Al - 2inp u A p + g ^ 2i sin 9(q, r)AlA r v . (4.190) 

q+r=p 

Nous avons vu (cf §4.2.2) que Taction de Yang-Mills est donnee par 



~>YM 



= ~JF, V F^. (4.191) 



Afin de retrouver l'electrodynamique sur le tore lorsque 9 = 0, nous changeons la normalisation 
de Taction de Yang-Mills que nous prenons dorenavant comme etant egale a 

Sym[A,} = ~j F, u F^. (4.192) 

Bien entendu, cette action est invariante sous les transformations de jauge determinees par les 
unitaires de A. 

Tout comme en theorie de Yang-Mills ordinaire, nous considerons un systeme dynamique 
dont les variables de configuration sont les champs A^, ou de fagon equivalente ses composantes 
A^ dans la base de Fourier, et dont la dynamique est gouvernee par Taction de Yang-Mills. Pour 
etre plus rigoureux, nous devrions considerer Talgebre des fonctions sur le tore non commutatif 
de dimension n — 1 auxquelles on adjoint une dependance temporelle. Nous obtenons ainsi 
une theorie de Yang-Mills non commutative formee avec Talgebre A$ ® C 00 (lR), ou C 00 (]R) 
est Talgebre des fonctions lisses sur R et nous considerons les composantes de A^ comme des 
fonctions dependant du temps. L'action de Yang-Mills permet alors de determiner les moments 
conjugues de A^ et nous quantifions la theorie en remplagant les variables A p ^ et leurs moments 
conjugues par des operateurs dont les regies de commutation sont dictees par les crochets de 
Poisson de la theorie classique. 
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A cause de la symetrie de jauge, ce procede est tres complexe a mettre en oeuvre. C'est 
pourquoi nous adoptons un procede de quantification qui ne repose pas sur une theorie hamil- 
tonienne, mais fait appel a la notion d'integrale de chemin. Dans notre contexte, cette derniere 
est simplement donne par une "somme sur toutes les variables de configurations" qui sont les 
modes de Fourier A p . Nous ecrivons une telle somme comme un produit d'un grand nombre 
d'integrales simples sur les nombres complexes A^ et l'objet principal de notre etude est la 
fonctionelle generatrice 

Z[J^ = J [DAJe-^^^+J^, (4.193) 

oil J M G Aq est un element antihermitien. Nous supposons aussi que Z[J^] est normalised par 
Z[0] — et nous cherchons a determiner un developpement perturbatif de Z[J^\ en complete 
analogie avec le cas commutatif. 

II est tres important de remarquer qu'au-dela des apparentes similitudes avec la theorie 
classique, cet objet est tres different, car nous ne pouvons pas interpreter A^ comme les modes 
de Fourier de champs de jauges dermis au sens usuel. En effet, Taction que nous avons pour A? 
et les symetries de jauge associees ne peuvent pas etre, lorsque 9 est non degeneree, interpreters 
en theorie des champs usuelle sans perdre le caractere local de la theorie. 

II est egalement remarquable que A ^ ne soit pas une variable dynamique. En effet, A ^ est la 
composante de A^ sur T unite de A$, c'est done un element central qui annule les derivations. 
Par consequent, la courbure F^ ne depend pas des variables A ^ et la mesure [X*^] est a 
considerer comme un produit de toutes les mesures dA p sauf cL4°. En consequence, les modes 
zero des champs de jauge disparaissent completement de la theorie, ce dont nous discuterons 
ulterieurement lorsque nous aborderons T etude des divergences infrarouges (cf §4.3.5). 

La premiere difficultee majeure que nous rencontrons est la fixation de jauge. En effet, a 
cause de la symetrie de jauge, cette integrate fonctionnelle ne peut pas avoir de sens si nous 
n'avons pas un procede nous pemettant de ne tenir compte qu'une seule fois des configurations 
qui sont equivalentes sous les transformations de jauge. 

4.3.2 La fixation de jauge 

Conmmengons par separer dans Taction de Yang-Mills les termes quadratiques, cubiques et 
quart iques. 

4/ V = 

-\ j {d,A u - d,A u + g[A^, A v \) (d^A u - d»A" + g[A», A"}) 
= -\J pdnAvfrA" - IdpAv&A* + Agd^A v [A^ A v ] + g 2 [A^ A,] [A", A"]) 
= -\J {-2A u d»8,A» + 2A v d li &A» + Agd^AAA^, A v \ + g 2 [A^ A V ][A», A-]) (4.194) 

apres integration par parties et utilisation de la propriete de trace de /. En developpant toutes 
ces expressions a Taide des modes de Fourier, on en deduit que 

S YM [A,] = 41 [A A + S? M [A,] + 4t [A,] , (4.195) 

avec 

= ^(pV-pV) AlA? 

SP M [A,] = 2ngJ2p"^9(q,r)6(p + q + r)A^AlA r p 

p,q,r 
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%W = g 2 £ gWg™sm6(p,q)sm9(r,s)5(p + q + r + s)AVAlA r p A s a . 

p,q,r,s 

Seules les parties cubiques et quartiques dependent du parametre de deformation 6, la partie 
quadratique est similaire a celle que nous rencontrons en electrodynamique. Par consequent, 
nous rencontrons ici le meme probleme que pour l'electrodynamique ou les theories de jauge en 
general : l'operateur p 2 g iiv — p^p v n'est pas inversible car {p 2 g iiv — p^p v )p v = 0. 

Pour rendre ce propagateur inversible, nous devons "fixer la jauge" en suivant toutes les 
etapes de la theorie des champs usuelle. Nous introduisons la condition de jauge de Lorentz par 
la relation d^A^ = 0. Cela veut dire que la somme sur tous les champs A^ apparaissant dans 
l'integrale fonctionelle ne devra se faire que sur le representant de chaque orbite sous Taction 
du groupe de jauge qui satisfait a la condition d^A^ = 0. 

Ce procede nous permet d'isoler dans l'integrale fonctionelle un facteur infini egal au volume 
du groupe de jauge. Pour cela, rappelons que si / est une fonction reelle ayant un seul zero 
simple, on a 

/oo 
dxf'(x)S(f(x)) = l. (4.196) 
-oo 

Cela se generalise aux fonctions definies sur R n en remplagant la derivee par le jacobien. Nous 
utilisons cette meme identitee en dimension infinie. Si u est un unitaire de A et A^ un champ 
de jauge, nous notons A™ = uA^u' 1 + ^ud^u^ 1 . Nous avons alors 

J duA FP (Afj 5 (/ (^)) = 1, (4.197) 

avec f{A (J ) = d^A^ et A FP (A^ est le jacobien de la transformation u \— > / (^)j appele 
determinant de Faddeev-Popov. du designe la mesure de Haar sur le groupe des unitaires de 
A. Tout comme dans le cas classique, ce groupe n'est pas localement compact et cette mesure 
n'existe pas. Cependant, cette approche est heuristique et nous nous contentons de montrer 
que la theorie des champs sur le tore non commutatif peut etre developpee de la meme maniere 
que la theorie des champs habituelle. 
La fonction de partition s'ecrit done 

Z = f [DA,] J duA FP (A;) 5 (f (A;)) e - s ™M. (4.198) 

En utilisant l'invariance sous la transformation de jauge A™ A^, celle-ci se reecrit 

Z = JduJ [VA,]A FP (A,) 5 (f (A,)) e - s ™l A »\ (4.199) 

ce qui nous permet d'isoler le volume / du du groupe de jauge. Bien entendu, il peut y avoir 
un probleme d'ambiguite de Gribov : il peut exister plusieurs solutions non equivalentes de 
jauge de cette contrainte. Tout comme dans le cas classique, nous admettons que ces solutions 
n'interviennent pas au niveau de la theorie des perturbations et nous n'en tenons pas compte. 

Pour evaluer la fonction de partition a l'aide de la theorie des perturbation, nous devons 
transformer l'ecriture de la fonction 5 et du determinant de Faddeev-Popov. 

Ann d'eliminer la fonction 5, introduisons un champ auxiliaire B qui est un element antiher- 
mitien de A. Nous remplagons la condition de jauge de Lorentz d^A^ = par la condition plus 
generate gd^A^ = B. On montre alors que la dependance du determinant de Faddeev-Popov 
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en B correspond simplement a un changement de jauge et apres normalisation par le facteur 
/ du, la fonction de partition s'ecrit simplement 

Z = j [VA^App (A;) 5 (gd,A» - B) e" 5 ™^. (4.200) 

Nous simplifions encore Z en integrant sur le champ auxiliaire B avec un poids gaussien 
, ou a est un reel positif. Notre fonction de partition est done 

Z = J [DAp] [DB]A FP (Al) 5 (gd^A* - B) e ~ SYM ^ + ^ 2 i ' B \ (4.201) 
ce qui donne, apres avoir effectue l'integrale sur B, 

Z = J [VA^][VB]A FP (A u ^ 5 (gd^A* - B) e -SYM[A^]-s GF [A^}^ (A.2S2) 

ou le terme de fixation de jauge est donne par 

S GF [A,] = -±- [ {d^f. (4.203) 
2a J 

Le determinant de Faddeev-Popov peut aussi se mettre sous la forme d'une integrate fonction- 

nelle. En effet, e'est le jacobien de la transformation u i— > <9 M A UAt , que Ton calcule au vosinage 
de l'identite. Si nous posons u = e", alors au premier ordre en u, on a 

uA^u" 1 + -ud^u' 1 = [uj, A^] - -d^uj. (4.204) 

d'ou 

f(A) = gd, (uA.u- 1 + -ud^u- 1 ^ = gd» [uj, - O^uj, (4.205) 

Si nous developpons f{A^) et uj dans la base de Fourier, on obtient 

fP(A„) = ]T 9^P^isme(q,r)uj q A r ll + An 2 p 2 uj p . (4.206) 

q+r=p 

On en deduit que le determinant de Faddeev-Popov est donne par 

A FP [A lt ] = detM Ptq (4.207) 

avec 

df p 

M p,i = 7T77 = g2i7Tp"2ism9{q,p- q)A p - q - An 2 p 2 5{p - q). (4.208) 



Pour terminer, nous allons reecrire ce determinant en utilisant une integrate sur des variables de 
Grassmann en suivant la methode developpee lors de la quantification des theories de Yang-Mills 
non abeliennes,. 

Remarquons que si C et C sont deux variables de Grassmann et M un nombre complexe, 
alors on a 

J dCdCe~ CMC = M. (4.209) 

Ce resultat se generalise en dimension n de la maniere suivante. Si Cj et Cj sont un ensemble 
de 2n variables deux a deux anticommutantes et My une matrice complexe, on a 

Tldddde « =detM. (4.210) 
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En dimension infinie, nous ecrivons le determinant precedent a l'aide d'une integrate fonctionelle 

— ^ ^ CpMpqCq 

n dC p dC p e ™ = A FP [A^, (4.211) 

p^O 

ou C p et C q sont des variables de Grassmann, appeles fantomes de Faddeev-Popov, satisfaisant 
aux relations d'anticommutation 

CpC q + C q Cp = 
CpCq + CqCp = 

CpCq + CqCp = 0. (4.212) 

Bien entendu, il n'y a pas de mode zero pour les fantomes de Faddeev-Popov car ceux-ci 
n'apparaissent pas dans M VA qui n'a pas de ligne p = ou de colonne q = 0. 
Pour simplifier notre ecriture, introduisons 

C = C P U P (4.213) 

et 

C = Y / C P U P (4.214) 

et defmissons les operations /, et la multiplication par comme etant lineaires par rapport 
a C p et C q . En definissant Taction de Faddeev-Popov comme etant 

S F p[A„C,C]=J2CpM P qCq= [cd^(d,C + g[A„C}), (4.215) 

p,g 

on a 

App [Afj] = J [DC, C\e- SFP ^'^, (4.216) 
ce qui nous permet de reecrire la fonction de partition sous la forme 

Z = J [VA^] [DC] [DC]e- s ^,c] ( 42 i 7 ) 

oil S[An, C, C] est Taction de Yang-Mills contenant les termes de fixation de jauge et Taction 
de Faddeev-Popov 

SiA^C^} = S YM [A,] + S GF [A ll } + Sp P [A„C,C]. (4.218) 
II est important de noter que la partie quadratique en A^ de cette action s'ecrit 

S (2) [AJ = l -J A v d^A v - (l - £) A^VA,, (4.219) 

puisque 

Sgf[A,] = ~f (d^f = i- J A^rK (4.220) 
apres integration par parties. 
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En composantes, cela s'ecrit 

S?l[A,} = (fr - (l - i) p^) A^. (4.221) 
L'operateur p 2 g tJiU — (l — p^p v est inversible et son inverse est 

A M » = 9,u-{l-^)p,p r (4222) 

Ainsi, la fixation de jauge nous a permis de construire une theorie ayant un propagateur bien 
defini A^ u , ce qui est indispensable pour developper la theorie perturbative. 

Bien entendu, toutes les integrates fonctionelles que nous avons ecrites ainsi que la 
generalisation du determinant et de la mesure de Haar en dimension infinie n'ont pas de sig- 
nification mathematique bien claire. Notre seul but a ete de montrer que les outils habituels 
de la theorie quantique des champs pouvaient etre utilises sur le tore non commutatif sans 
changement profond. 



4.3.3 Symetrie BRS 

L'action donnee par la relation ( |4.218| ) n'est plus invariante de jauge car nous avons incorpore 
le terme de fixation de jauge Sgf[A^}. En complete analogie avec la symetrie BRS de la theorie 
des champs de Yang-Mills, nous allons montrer que cette action admet une symetrie residuelle 
qui s'avere etre de la plus haute importance lorsque Ton etudie la renormalisation de cette 
theorie. 

La transformation BRS est donnee par son generateur s dont l'operation est definie par 

s(A,) = ^-d,C+[A„C] (4.223) 

sur le champ de jauge. Bien entendu, cette relation doit etre consideree comme une ecriture 
compacte de la relation entre composantes, qui seule a un sens precis 

S (AP) = ^^C P + ]T 2zsin%,r)^C r . (4.224) 

9 q+r=p 

Nous definissons Faction de s sur le fantome de Faddeev-Popov par 

s{C) = - l -{C,C} = -C 2 . (4.225) 

Cette relation est formellement analogue a l'action de la transformation BRS usuelle, mais elle 
doit etre explicitee en composantes pour acquerir une reelle signification. Puisque le champ C 
se developpe en C = J2 P C P U P ou C p est une suite de variables de Grassmann, on a 

= Y,C q C r U q U r = Y J ^™d(q,r)C q C r U q+r . (4.226) 

g,r q,r 



On en deduit que 



s ( C p) = ~ i sin 9(q,r)C q C r . 

q+r=p 



(4.227) 
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La definition de s(C) est plus delicate et recquiert l'introduction d'un champ auxilaire B. 
Remplagons le terme de fixation de jauge Sgf[A^\ = — ^ / {d^A^) 2 par 

S GF [A^, B] = J (^-B 2 + gd.BA^j . (4.228) 

Ce terme est equivalent, au niveau classique, au terme precedent car l'equation du mouvement 
pour le champ B nous donne simplement B = -^d^A^ ce qui implique 

S GF \A» B\ = ±-j (d,A») 2 + i J (fi„Wf = S GF \A,} (4.229) 

apres integration par parties, ce qui nous permet d'interpreter B comme un multiplicateur de 
Lagrange pour la condition de jauge de Lorentz. 

De meme, ces deux actions sont equivalentes au niveau quantique car on peut reecrire le 
terme de fixation de jauge a l'aide d'une integration par parties 

S GF [A,„B} = J hf-B 2 - gBa„A^ 

j{ B -^ A *) 2 -^J {a ^ f ' (4230) 



ag 2 



Par consequent, l'integrale fonctionelle sur B est une integrate gaussienne qui nous donne, a un 
facteur de normalisation independant des champs pres, 

J [VB]e~ SGF[A ^ B] = e' SaF ^ (4.231) 

On peut alors achever la definition de s en posant s(C) = B et s(B) = 0, ce qui entraine 
que cette transformation est nilpotente. En effet, on a s(C) = —C 2 done 



s 2 (C) = -s(C)C + Cs{C) = C 3 - C 3 = 0. (4.232) 



De meme, 



s 2 (A,) = s^C+iA^CYj 

= -3„(s(C)) + s(A,)C + A,s(C) - s(C)A, + Cs{A,) 

= -- g d^C 2 ) + l -d,CC + [A„ C]C - A^C 2 + C% + -Cd^C + C[A„ C] 

= 0. (4.233) 

II est important de remarquer que nous avons utilise le fait que s est une transformation impaire 

s(PQ) = s(P)Q ± Ps(Q), (4.234) 

oil on a le signe — si P est un fantome ou un antifantome. 
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Finalement, nous allons montrer que Paction totale, incluant le determinant de Faddeev- 
Popov et le terme de fixation de jauge, est invariante sous la transformation BRS. Commengons 
par etudier la loi de transformation de la courbure. Puisque 

s(A„) = ^C+[A„ : C} (4.235) 

on a 

s(dpA v ) = -d&C + [d^A u , C\ + [A v , d^C] (4.236) 

et 

s(g[A^A v \) = g\s(A^),A u }+g\A^s(A u )} 
= [d,C,A u ] + [A„d u C] 

+ g[[A^ClA v ] + [A^[A Vl C]]. (4.237) 

On en deduit que 

s(F lu/ ) = [F lu ,,C\, (4.238) 
ce qui prouve que Taction de Yang-Mills est invariante sous cette transformation car 

s{F, u F^) = J \s{F, u )F^ + F^siF^)) 

= j([F^,C]F^ + F^[F^,C}) 

= J([F^,C}) (4.239) 
= 

en utilisant la propriete de trace de /. 

La loi de transformation de Taction de Faddeev-Popov se determine de la maniere suivante, 

siCd^C + gCd^A^C}) = 
B(d,8 c + gd ll [A»,C\) 
+Cd^C 2 - Cd^ (C) d»C - Cd^ (d»CC) 

-gCd„ {[A", C]C- A»C 2 + C[A», C] + C 2 A») . (4.240) 

On en deduit que 

s(S FP [A„C,C}) = J (B(d„d c + gd„[A»,C\)) , (4.241) 

car les termes des troisieme et quatrieme lignes de la relation precedente sont identiquement 
nuls. 

Pour terminer, il nous suffit de determiner la loi de transformation du terme de fixation de 
jauge S G f[A^B] : 

s (^-B 2 - gBd.A^j = -gBs{d,A») 

= -B(d^C + gd^,C]) (4.242) 
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Ceci est exactement le terme oppose a celui que nous avons rencontre dans l'etude de la trans- 
formation du terme de Faddeev-Popov. On en deduit que 

s (SgfIA^b] + S FP [A^ C,C}) = 0, (4.243) 

ce qui prouve l'invariance de Paction totale sous la transformation BRS. 

En conclusion, il semble important de noter que nous avons pu definir la transformation 
BRS et verifier l'invariance de Paction totale, incluant les termes de fixation de jauge et le 
determinant de Faddeev-Popov sur le tore non commutatif. II est remarquable que toute cette 
construction se place sur un plan purement algebrique, car nous n'avons jamais ete amene a 
utiliser la notion de point, que ce soit lors du procede de fixation de jauge ou dans l'etude de 
la symetrie BRS. 



4.3.4 Regies de Feynman 

Pour construire la theorie quantique des champs perturbative sur le tore non commutatif, 
nous devons developper un procede nous permettant de calculer a chaque ordre de la theorie 
des perturbations les valeurs moyennes de certaines observables. Plus precisement, si O est 
une fonction de A^ invariante de jauge, nous voulons calculer sa valeur moyenne definie par 
Pintegrale fonctionnelle 

(0(40) = J [VCCjiVA^OiA^e- 3 ^™, (4.244) 

ou nous supposons Pintegrale fonctionelle normalised par la condition (1) = 1. II est souvent 
utile de calculer la valeur moyenne de fonctions du type 0{A IX , C, C) qui dependent aussi des 
fantomes de Faddeev-Popov. 

Dans le cas du tore non commutatif, les variables sur lesquelles est prise la moyenne sont 
les nombres reels A p ainsi que les variables de Grassmann C q et C r . Nous pouvons aussi, 
pour simplifier, supposer que la fonction 0(A^, C, C) se developpe en serie sur les monomes 
A p * . . . A P l i .C qi . . . C qj Ci . . . C Tk) ce qui ramene le calcul de sa valeur moyenne a celui de Pintegrale 
fonctionelle 

/ [VCVC][VA,] (Al\ . . . A%C qi . . . C q f x . . . C rk ) e ~ s ^ c ' c \ (4.245) 

qui represente, en theorie des champs usuelle, la fonction de Green dans Pespace des impulsions. 

Pour pouvoir calculer ces valeurs moyennes a tous les ordres de la theorie des perturbations, 
nous allons suivre la methode usuelle de la theorie des champs en couplant les champs A^, C 
et C aux sources J M , fj et 77. J M est un element antihermitien de A qui se couple a A^ par 

/ ^ = E J ^ PA l- ( 4 - 246 ) 
j P 

De meme, 77 et rj sont des sources pour les antifantomes et les fantomes qui se developpent en 
serie a Paide de variables de Grassmann 

V = J2v P U p V = T,V P U P , (4.247) 

p p 

ou i] p et rj p sont des variables de Grassmann qui anticommutent entre elles ainsi qu'avec toutes 
les autres variables de Grassmann. Le couplage avec C et C se fait selon 

[vC = J2v_ p C p (4.248) 
J P 
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et 

fc V = J2C pV - P . (4.249) 

En introduisant la fonctionelle generatrice 

Z[J^ rj, rj] = f lVCVC]lVA^]e- s ^> c ^+f^+fvC+c v ^ (425Q) 

que nous supposons normalised par Z[0] = 1, on peut, par simple derivation par rapport aux 
composantes des sources J~ p , r)- q (derivation a gauche) et fj_ r (derivation a droite) calculer 
la valeur moyenne de n'importe quelle observable. En effet, ces operations de derivations sont 
respectivement equivalentes a l'insertion dans l'integrale fonctionelle definissant la fonctionnelle 
generatrice des termes AP , C q et C q . 

Nous separons alors Taction en une partie quadratique, 

S quad [A„ C, C] = ^£ ]T V " (1 " aWtfA'A? + p 2 C- p C p ) (4.251) 



qui decrit une theorie libre et un partie non quadratique associee aux interactions 
S int [^,C,C] =27rg £ p» sin 6(q, r)5(p + q + r)A*AlA r p 

p,q,r 

+2ng £ p» sin 9(q, r)S(p + q + r)C P A q C r 
p,q,r 

+g 2 j2 g Wg™sm9(p,q)sm9(r,s)5(p + q + r + s)A p il A q v A r p A s (y . 



p,q,r,s 



Cela nous permet d'ecrire la fonctionnelle generatrice Z[J M , C, C] a l'aide de derivees de la 
fonctionelle generatrice des champs libres 

Z [J p ,C,C] = J[DC,C][DAJe- s <'^ A »' c &, (4.252) 

car on a, 

Zy^CC] = e~ Smt[ ^'^'^ ] Z [J^C,C}. (4.253) 

Cette relation est formelle et nous permet, tout comme en theorie des champs usuelle, d'ecrire 
n'importe quelle fonction de Green tout ordre de la theorie des perturbations a l'aide de quelques 
regies simples appeles regies de Feynman. 

Ces regies permettent de construire des diagrammes associees a chaque fonction de Green et 
chacun de ces diagrammes correspond a une somme sur toutes les impulsions. Nous ne decrivons 
pas ici la methode permettant d'effectuer ces calculs et nous nous bornons a donner les regies 
de Feymann pour la theorie de Yang-Mills sur le tore non commutatif, leur derivation a partir 
des expressions de S qua d[A(j,,C,C] et de Si nt [A^,C,C] etant similaire a la demarche employee 
en theorie des champs usuelle. 

Les propagateurs s'obtiennent en inversant les operateurs apparaissant dans la definition de 
Faction quadratique. Puisque l'inverse de p 2 g^ u — (1 — ^)p^p v est 

j 2 (^-d-a) P -fj, (4.254) 
nous associons au diagramme representant le propagateur du champ A p 
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la quantite 



4vr2 / 

p 2 



(4.255) 



De meme, au propagateur des fantomes 



est associe 



V 



4ttJ 

p2 



5(p + q). 



(4.256) 



Ces propagateurs ne dependent pas du parametre de deformation 9 et sont absolument iden- 
tiques aux propagateurs usuels. 

L'interaction a trois champs de jauge est donnee par le diagramme 




auquel est associe 

- 4vr# ((p - r) v g w + (q - p) p g fjLl/ + (r - q) p g vp ) sin0(p, q)5(p + q + r). 
L'interaction de quatre bosons de jauge 




est donnee par 

-i6ttV ({g w g ua - g^ a g vp ) sin0(p, q) sin 0(r, s) 
+{9^9 v P - g^9 P a) sin 6 <(p,r) sin 0(s, g) 
(fiVSV - 5W>5w) sin 0(p, s) sin 6(q, r)) S(p + q + r + s). 
Enfin, l'interaction des bosons de jauge et des fantomes 



(4.257) 



p,\x 
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nous donne 

4:Trgr t± sm9(p, q)5(p + q + r). (4.258) 

Si les propagateurs de la theorie de Yang-Mills sur le tore non commutatif sont ceux de 
la theorie de Yang-Mills usuelle, il n'en va pas de meme pour les interactions. Celles-ci sont 
totalement nouvelles et leur dependance en les impulsions est non polynomiale, ce qui signifie 
que nous avons une theorie des champs non locale. En effet, nous avons ecrit le lagrangien dans 
l'espace de Fourier, mais il est impossible d'ecrire son equivalent a l'aide de fonctions sur le 
tore usuel sans avoir des interactions entre les valeurs des champs en des endroits differents 
de l'espace. Cette non localite des interactions est le seul fait veritablement nouveau de cette 
theorie des champs ; il est a relier directement a l'impossibilite de definir la notion de point 
lorsque l'algebre est non commutative. 

Toutefois, lorsque 9 est rationnel, nous savons que nous obtenons une theorie de jauge U (N) 
avec une topologie non triviale. Dans ce cas, la theorie est evidemment locale car la fonction 
sm0(p, q) est periodique en p et en q, ce qui implique que sm9(p, q) ne prend qu'un nombre fini 
de valeurs. II est alors possible d'ecrire les regies de Feynman a l'aide des impulsions sur le tore 
usuel, qui sont les indices p tels que 9(p, q) G 2inZ pour tout q G Z n , et d'un indice ne prenant 
qu'un nombre fini de valeurs et jouant le role de l'indice de l'algebre de Lie de SU(N). 



4.3.5 Vers une theorie quant ique 

Avec ces regies de Feynman, nous disposons d'un precede permettant de calculer a n'importe 
quel ordre de la theorie des perturbations les fonctions de Green et done les valeurs moyennes 
d'observables quelconques. Bien entendu, toutes les regies de la theorie des champs usuelle 
s'appliquent. Pour calculer a un ordre donne une fonction de Green, il faut sommer toutes 
les contributions des diagrammes de Feynman dont les pattes externes correspondent a cette 
fonction de Green. 

Puisque nous sommes sur l'analogue non commutatif du tore, a chaque diagramme de Feyn- 
man contenant au moins une boucle est associee une somme sur toutes les impulsions p G Z n , 
qui remplace l'integrale sur les impulsions que nous rencontrons en theorie des champs usuelle. 

Faute de temps, nous allons nous limiter a donner les principaux resultats de cette 



theorie quantique, en renvoyant le lecteur interesse a [|KrW2|| pour un etude complete et une 
demonstration des resultats que nous allons enoncer. 

Tout d'abord, il s'avere que les series que nous rencontrons dans le calcul des diagrammes de 
Feynman sont tout aussi divergentes qu'en theorie des champs usuelle, du moins a une boucle. 
En effet, lorsque 9 est rationnel, cette theorie est une theorie de Yang-Mills avec un groupe 
de jauge SU(N) qui mene a des series divergentes dans le calcul de certains diagrammes de 
Feynman. Le calcul explicite de quelques exemples simples, comme la correction a une boucle 
du propagateur du champ de jauge, nous montre que meme si 9 est non degenere, nous obtenons 



le meme type de divergence. Des resultats similaires ont ete obtenus dans | |VG2| | et cela nous 



montre que meme si on modifie profondement la structure de l'espace-temps en introduisant 
des relations de commutation non triviales entre les coordonnees, cela ne suffit pas a regulariser 
les divergences ultraviolettes de la theorie. 

Cependant, en utilisant l'inegalite | sin^fjo, g)| < 1 et le theoreme de Weinberg sur la con- 
vergence des graphes de Feynman $2§ , on montre aisement que tout diagramme de Feynman 
convergent par comptage de puissance dans la theorie convent ionelle est convergent sur le tore 
non commutatif. Se pose alors naturellement le probleme de la renormalisation de cette theorie 
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ainsi que de l'influence du parametre de deformation 9 sur les diverses equations rencontrees 
en theorie de la renormalisation. 

Comme conjecture dans [CDS], il s'avere que cette theorie est renormalisable. La preuve de 
la renormalisabilte repose essentiellement sur la symetrie BRS et l'utilisation d'un procede de 
regularisation preservant cette derniere. Puisque nous ne pouvons pas utiliser la regularisation 

qui 



dimensionnelle, nous avons recours a la methode des "hautes derivees covariantes" |F5 



nous permet de regulariser tous les diagrammes ayant au moins deux boucles. Les diagrammes 
restant sont regularises par la methode de Pauli-Villars et nous construisons ainsi, ordre par 
ordre, les contretermes de la theorie en utilisant la symetrie BRS. II est remarquable que tout 
ceci est formellement analogue aux methodes de la theorie des champs usuelle ; meme si notre 
objet d'etude est tres different, nous procedons comme si c'etait un champ de Yang-Mills 
ordinaire. 

Toutefois, ce procede de regularisation n'est pas adapte au calcul pratique des contretermes. 



Dans |[KrW2|1 , nous determinons les contretermes a une boucle dans le schema de renormalisa- 
tion minimal MS en utilisant une fonction ( generalised. Ces contretermes sont independants 
du parametre de deformation 9 et identiques a ceux rencontres en theorie des champs usuelle. 

II est remarquable que cette theorie soit absolument depourvue de divergences infrarouges. 
En effet, sur un espace compact ces dernieres sont essentiellement dues au mode zero du champ 
qui nous donne une divergence du type 1/p pour p = dans toute serie representant un 
diagramme de Feynman. Puisque ce mode zero se decouple completement de la theorie, il ne 
se propage pas et disparait completement. En consequence, les sommes se font uniquement 
sur les impulsions non nulles et il n'y a aucune divergence infrarouge. Sur le plan physique, 
ceci peut etre aisement interprete dans le cas rationnel de la maniere suivante. Puisque les 
divergences infrarouges correspondent a des divergences a grande echelle sur l'espace, celles-ci 
sont sensibles a la topologie nontriviale du fibre decrivant la theorie de jauge SU(N) associee, 
alors que les divergences ultraviolettes apparaissent a petite echelle et ne peuvent pas distinguer 
deux theories qui sont localement identiques. 
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Conclusion 



En suivant les principes generaux de la geometrie non commutative edictes par A. Connes, il 
est possible de generaliser une grande partie des concepts geometriques rencontres en physique 
theorique. Cela inclut, par exemple, la notion de symetrie de jauge et la theorie de Yang-Mills, 
ainsi que les diverses proprietes topologiques de ces objets. 

Au cours de cette these, nous avons utilise ces nouvelles idees geometriques de deux manieres 
tres differentes. 

D'un cote, nous avons construit des geometries non commutatives tres simples en prenant 
le produit tensoriel de la geometrie de l'espace-temps ordinaire par un triplet spectral fini. La 
geometrie resultante decrit simplement le produit de l'espace-temps par un espace discret, qui 
est assimile a l'espace interne de la theorie, et nous permet d'interpreter le boson de Higgs 
comme une connexion sur cet espace discret. 

En appliquant la construction que nous avons decrite, nous avons obtenu une theorie 
de Yang-Mills-Higgs couplee a la gravitation. Notre point de depart est un triplet spectral 
(A,H,V), qui ne contient, outre la structure geometrique de l'espace-temps, que des informa- 
tions relatives au secteur fermionique de la theorie. En effet, le triplet spectral fini decrivant 
l'espace interne du mo dele en question se compose de 

- une algebre A, qui est associee a un unique groupe de jauge a des facteurs abeliens pres ; 

- l'espace de Hilbert Ti qui est simplement un espace vectoriel regroupant tous les fermions ; 

- l'operateur de Dirac qui decrit la structure des couplages de Yukawa ; 

- un operateur de chiralite x e ^ un operateur de conjugaison de charge J qui permettent 
de distinguer fermions droits et fermions gauches ainsi que leurs antiparticules ; 

- une representation 7r de A sur H qui est associee a la representation fermionique du 
groupe de jauge. 

Ces 6 objets A, H, V, x, J7" et 7r sont fortement contraints par les axiomes de la geometrie 
non commutative. Par consequent, le secteur fermionique des theories de Yang-Mills-Higgs que 
nous construisons, qui est en correspondance directe avec les 6 objets precedents, est lui aussi 
fortement contraint. 

De plus, lorsque ce dernier est fixe, le secteur bosonique est entierement determine. Les 
champs de jauge et leurs representations apparaissent directement comme des elements de A 
represented par n alors que les champs scalaires sont determines par le calcul, car ce sont des 
connexions associees a la theorie de jauge sur la composante discrete de l'espace-temps. 

Ainsi nous reconstruisons des modeles de Yang-Mills-Higgs et nous mettons l'accent sur les 
contraintes imposees a ces modeles. Bien entendu, le modele standard entre dans la classe des 
modeles que nous pouvons construire, et nous utilisons ainsi la geometrie non commutative 
pour reduire l'arbitraire sur les parametres entrant dans sa description. 
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Bien que l'etude de ce type d'exemple soit maintenant des plus classiques, il reste un certain 
nombre de points obscurs en relation avec le triplet spectral du modele standard. 

Tout d'abord, puisque nous avons mis l'accent sur la reduction de l'arbitraire inherent a la 
construction du modele standard, nous devons appliquer cette logique jusqu'au bout et essayer 
de reduire encore la liberte de choix que nous avons en geometrie non commutative. 

En tout premier lieu, ceci concerne la condition d'unimodularite. En effet, la construction 
du modele standard en geometrie non commutative introduit un facteur U(l) additionnel dans 
le groupe de jauge. La reduction de ce dernier se fait par l'intermediaire d'une condition d'uni- 
modularite, qui reste pour l'instant introduite ad hoc, meme si elle est equivalente a l'absence 
d'anomalie. 

En second lieu, il est evident que l'operateur de Dirac contient lui aussi un arbitraire impor- 
tant car toutes les masses et les elements de la matrice de Cabibbo-Kobayashi-Maskawa sont 
indetermines. La determination de contraintes verifiables experiment alement sur ces elements 
de matrice ne peut se faire a l'aide des axiomes precedents et fait necessairement appel a 
une theorie exterieure. Dans ||U7|| , il a ete suggere que le modele standard pouvait receler une 
symetrie quantique. Un groupe quantique aux racines de l'unite devrait jouer, pour l'espace 
fini, le role du groupe spinoriel et la covariance de l'operateur de Dirac par rapport a ce groupe 
quantique pourrait etre a l'origine de contraintes sur les masses des fermions. 

D'apres le principe d'action spectrale, ce sont les valeurs propres de l'operateur de Dirac 
qui sont les veritables variables dynamiques de la theorie. Cela peut etre considere comme le 
point de depart d'une nouvelle formulation de la theorie de la gravitation. Par exemple, dans 
LK|| , les crochets de Poisson des valeurs propres de l'operateur de Dirac, considerees comme 



des fonctionelles dependant de la tetrade ont ete calcules. 

Si cette approche a le merite de nous fournir des contraintes qui pourront etre verifiees 
experiment alement, nous nous sommes bornes a utiliser des triplets spectraux obtenus comme 
produits tensoriels de la geometrie ordinaire de l'espace-temps par des triplets spectraux finis. 

D'un autre cote, nous pouvons aussi utiliser la geometrie non commutative pour construire 
des objets reellement nouveaux en theorie des champs, mais sans veritable signification en ce 
qui concerne la phenomenologie des particules elementaires. 

Par exemple, nous avons construit Faction de Chern-Simons pour tout triplet spectral de 
dimension 3 satisfaisant a la condition de fermeture. Cette construction peut etre considered 
comme un exemple de generalisation de theorie des champs ordinaire que l'on peut obtenir a 
l'aide de la geometrie non commutative. 

Dans le meme ordre d'idee, l'application des methodes generales de la geometrie non commu- 
tative au tore non commutatif permet de construire des theories de jauge ayant des proprietes 
tres similaires a celles des theories de jauge ordinaires. Cependant, elles sont d'essence radicale- 
ment differente car nous ne pouvons plus les associer a une variete. 

A ce titre, l'exemple du tore non commutatif est particulierement frappant. Bien que la 
theorie de jauge sur ce dernier corresponde, dans l'espace des moments, a une theorie ayant des 
interactions non locales, il est remarquable qu'on puisse lui appliquer les methodes usuelles de 
la theorie quantique des champs quasiment sans aucun changement. 

Rappelons que nous avons verifie la symetrie BRS et donne les diagrammes de Feynman 
permettant le developpement perturbatif de cette theorie. II apparait clairement que les prop- 
agateurs des bosons de jauge et des fantomes de Faddeev- Popov sont identiques a ceux que 
l'on obtient en theorie des champs ordinaire. Les interactions des bosons de jauge entre eux 
ainsi qu'avec les fantomes sont non locales car elles ont une dependance non polynomiale en les 
impulsions. 
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Nous disposons alors de tous les outils permettant de developper la theorie perturbative sur 
le tore non commutatif. II s'avere que tout diagramme de cette theorie converge si et seulement 
si il converge en theorie des champs usuelle. Par consequent, la theorie de Yang-Mills sur le 
tore non commutatif est tout aussi divergente dans l'ultraviolet que la theorie de Yang-Mills 
usuelle (du moins a une boucle) et on peut montrer, en utilisant les methodes usuelles de la 
theorie des champs, que c'est une theorie renormalisable. Par contre, la theorie de Yang-Mills 
est parfaitement finie dans l'infrarouge car le mode zero se decouple totalement. 

Bien que ce travail soit le premier exemple de theorie quantique des champs developpee 
en geometrie non commutative qui ne corresponde pas directement a une theorie deja connue 
dans le cadre de la physique des particules, il est clair que cet exemple est tres particulier et ne 
saurait etre considere comme generique. 

II semble done necessaire de construire d'autres geometries non commutatives, par exemple 
en utilisant la notion de produit croise qui nous permet d'obtenir le tore non commutatif comme 
cas particulier, et de developper sur ces "espaces non commutatifs" une theorie quantique des 
champs comme la theorie de Yang-Mills ou celle de Chern-Simons. 
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Annexe A 

Algebres d'operateurs 



Cette appendice resume les concepts essentiels de la theorie des algebres d'operateurs dont 
nous avons besoin dans cette these. II est evidemment tres incomplet et ne vise qu'a rappeler 
brievement les notions indispensables a la comprehension des pages precedentes. Nous renvoyons 
le lecteur interesse par un expose complet a [|BK]| ou ||C5||. 



A.l Algebres involutives et etats 

Les algebres employees dans ce qui precede sont destinees a remplacer l'algebre des fonctions 
a valeurs complexes defmies sur un espace X . Tout comme en mecanique quantique, une fonction 
est remplacee par un operateur et nous devons etre capables d'identifier les analogues des 
fonctions reelles. Cela nous amene a introduire le concept suivant : 

Definition A. 1.1 Une algebre involutive est une algebre associative A munie d'une application 
antilineaire * de A dans A telle que (x*)* = x et (xy)* = y*x* pour tous x,y G A. 

Dans une telle algebre, il est possible de definir la positivite ou l'unitarite. 

Definition A. 1.2 Un element x d'une algebre involutive A est dit 

1. positif s'il existe y G A tel que x = yy* ; 

2. unitaire si xx* = x*x = 1 (definition valable lorsque A est unitaire ). 

L'analogie avec la mecanique quantique nous amene a concevoir A comme une algebre 
d'observables. En mecanique quantique nous voulons associer un nombre a chacune de ces 
observables qui n'est autre que la valeur moyenne de cette observable. Dans le cas general, on 
introduit la notion d'etat. 

Definition A. 1.3 Un etat sur une algebre involutive A est une forme lineaire sur A telle 
que 0(1) = 1 et <f)(xx*) > pour tout x G A. 

Un etat doit etre considere comme l'analogue de la matrice densite p. En general, p corre- 
spond a un etat de melange mais on peut identifier une classe de matrices densite correspondant 
a des etats purs du systeme en consideration. 

Definition A. 1.4 Un etat est pur s'il ne peut etre ecrit comme combinaison lineaire convexe 
de deux etats. 

Avant de passer a la suite, etudions deux exemples simples. 
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L'exemple le plus simple est l'algebre de matrices A = M N (C). Toute forme lineaire sur 
A peut toujours se mettre sous la forme 

0(x) = Tr (px) Vx G A, (A.l) 

ou p est une matrice N x N. 

II est alors facile de verifier que est un etat si et seulement si p est une matrice positive 
de trace 1. Pour que cet etat soit pur, il faut et suffit que p soit une matrice de rang 1. Un tel 
projecteur est donne par un vecteur unitaire de et deux tels vecteurs definissent le meme 
etat si et seulement si ils se deduisent l'un de l'autre par multiplication par une phase. 

Les etats de l'algebre des fonctions continues sur un espace topologique compact X sont 
donnes par les mesures de probabilite sur X. La correspondance entre une mesure p et un etat 
est 

0(7) = I fdp feA. (A.2) 

est un etat pur si et seulement si p est une mesure de Dirac ; les etats purs de A sont done 
en correspondance directe avec les points de X . 

A partir d'une algebre involutive A et d'un etat sur A, il est toujours possible de construire 
un espace de Hilbert Ti sur lequel A admet une representation involutive. Cette construction 
est appele construction GNS du nom de ses auteurs Gelfand, Naimarck et Segal. 

Proposition A. 1.1 Soit A une algebre involutive, un etat sur A et J I'ensemble des x G A 
tels que <p{xx*) = 0. Alors J est un ideal a gauche de A et le complete H de A/ J est un 
espace de Hilbert dont le produit scalaire est defini par (x,y) = (f)(y*x). De plus, V application 
qui a a & A associe Voperateur ir^a) sur H defini par 7r^,(a)[x] = ax pour tout x e H est une 
representation involutive de A sur Ti. 

A partir de cette construction, on peut caracteriser l'irreductibilite de la representation. 

Definition A. 1.5 La representation est irreductible si et seulement si <p est un etat pur. 

Nous allons considere des classes plus particulieres d'algebres involutives qui sont les algebres 
de von Neumann, les C*-algebres et l'algebre des operateurs compacts. Elles correspondent 
aux generalisations non commutatives des fonctions mesurables, des fonctions continues et des 
infinitesimaux. 



A.2 Algebres de von Neumann 

Commengons par donner la definition d'une algebre de von Neumann. 

Definition A.2.1 Soit Tt un espace de Hilbert. Une algebre de von Neumann M. est une sous- 
algebre involutive de l'algebre des operateurs bornes sur H qui est stable par limite faible. 

On dit que la suite (T n )„ gN d'operateurs bornes converge faiblement vers l'operateur borne 
T si et seulement si 

lim (x,T n y) = (x,Ty) (A.3) 

n— »+oo 

pour tous vecteurs x et y de H. 

Le theoreme suivant permet de caracteriser algebriquement les algebres de von Neumann. 

Theoreme A.2.1 Une sous-algebre involutive de l'algebre des operateurs bornes sur un espace 
de Hilbert est une algebre de von Neumann si et seulement si elle coincide avec son bicommutant. 
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Le commutant d'un ensemble B d'operateurs bornes est forme des operateurs bornes qui 
commutent avec tout element de B. Son bicommutant est le commutant de son commutant. En 
general, on note B' le commutant de B et B" son bicommutant. 

Bien que la theorie des algebres de Von Neuman forme un chapitre fondamental de la 
physique mathematique, nous passons sous silence certains de ses aspects les plus fondamentaux, 
comme la classification des facteurs, et nous nous bornons a enoncer le theoreme de Tomita- 
Takesaki. Ce resultat est essentiel pour la comprehension des axiomes de la geometrie non 
commutative. 

Definition A. 2. 2 Un vecteur £ de TL est dit separateur si les vecteurs A4£ obtenus par Faction 
de M. sont denses dans TL. Un vecteur £ est cy clique si les vecteurs AA't; sont denses dans TL. 

Avec cette definition, nous pouvons enoncer le 

Theoreme A. 2. 2 Si M. est une algebre de von Neumann admettant un vecteur cyclique et 
separateur £ ; alors Uoperateur antilineaire de domaine M.^ defini par x^ \— > x*£ pour tout 
x E M est fermable. Sa fermeture S admet une decomposition polaire S = J/S}/ 2 , ou J est 
une involution antiunitaire et A un operateur positif. De plus, on a 

JMJ- 1 = M' et A u xA- lt e M (A.4) 

pour tous x G M. et t 6 1. 

Ainsi, J permet de definir un isomorphisme entre une algebre de Von Neuman et son com- 
mutant. C'est sous cette forme qu'il apparait dans la formulation des axiomes de la geometrie 
non commutative. 

A.3 C*-algebres 

Pour pouvoir definir une version non commutative de la topologie, nous devons coder ['in- 
formation relative a la structure d'espace topologique sur un espace X a l'aide d'une certaine 
sous-algebre de l'algebre des fonctions sur X . 

Cela nous amene a introduire la notion de C*-algebre. 

Definition A.3.1 Une C*-algebre est une algebre de Banach involutive dont la norme verifie 
| \x\ | 2 = 1 1 xx* 1 1 pour tout x e A. 

La norme d'une telle algebre est entierement determinee par sa structure algebrique. 

Proposition A.3.1 Dans une C*-algebre A, la norme est donnee par 

\\x\\ 2 = sup{|A| | xx* — A non inversible} (A. 5) 

Aec 

pour tout x G A. 

Un premier exemple de C*-algebre est donne par l'algebre des operateurs bornes sur un 
espace de Hilbert. 

Definition A.3. 2 L'algebre B(H) des operateurs bornes sur un espace de Hilbert TL est une 
C* -algebre dont la norme est donnee par 



(A.6) 
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En general, nous partons d'une algebre involutive engendree par certaines relations de com- 
mutation, comme par exemple l'algebre apparaissant dans la definition du tore non commutatif. 
A partir d'une telle algebre, il est toujours possible de definir une C*-algebre. 

Proposition A. 3. 2 Soit A une algebre involutive et une famille de representations de 

A sur un espace de Hilbert TC telle que pour tout x G A, la quantite \ \x\\ definie par 

\\x\\ — SUp ||7Tj(x)|| (A. 7) 

iei 

soit finie. Alors I 'application x G A i— > 6R + definit une norme de C* -algebre sur A/ J , oil 
J est V intersection des noyaux des representations 7Tj. 

Un autre exemple important de C*-algebre est fourni par l'algebre des fonctions continues 
sur un espace compact. 

Proposition A. 3. 3 Soit X un espace topologique compact et C{X) l'algebre des fonctions 
continues sur X a valeurs complexes. C(X) est une C* -algebre dont la norme est definie par 

||/||= sup |/(x)| (A.8) 

pour toute fonction f G C(X). 

Cet exemple est le prototype de la C*-algebre commutative. En fait, nous allons voir qu'il 
n'y en a pas d'autre. 

Definition A. 3. 3 Soit A une C* -algebre et \ une forme lineaire sur A. On dit que x est un 

caractere de A si x est un morphisme d 'algebres involutives de A dans C. 

Cette definition nous permet d'enoncer le resulat suivant, du a Gelfand et Naimarck. 

Theoreme A. 3.1 Soit A une C*-algebre commutative admettant une unite et X V ensemble 
des caracteres de A. Alors X est un espace topologique compact pour la topologie definie par la 
convergence simple et V application qui a x G A associe la fonction f x de X dans C definie par 
fx{x) = x( x ) pour tout x G X est un isomorphisme entre les C* -algebres A et C{X). 

Ce resultat s'etend aux C*-algebres commutatives n'admettant pas d'unite en remplacant 
l'espace compact X par un espace localement compact et l'algebre C(X) par l'algebre C°(X) 
des fonctions continues decroissant a l'infmi. Cependant, nous nous limiterons toujours a l'etude 
des algebres avec unite. 

Ce resultat est fondamental et il pose la premiere pierre de la geometrie non commutative 
car il nous permet de definir la donnee d'un espace topologique non commutatif comme etant 
celle d'une C*-algebre non commutative. 

Dans le cas commutatif, on peut caracteriser certaines proprietes de l'espace topologique 
sous-jacent a l'aide de la C*-algebre des fonctions continues : 

Proposition A. 3. 4 La C*-algebre C(X) est separable si et seulement si l'espace topologique 
X est metrisable. 

Nous reviendrons sur les consequences de ce resultat lors de l'etude du couplage de la K- 
theorie avec la cohomologie cyclique. 
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A. 4 Operateurs compacts et trace de Dixmier 

La geometrie non commutative permet de definir de fagon satisfaisante la notion d'infiniment 
petit qui est si utile en physique. En regie generate, un infiniment petit est une quantite qui doit 
etre inferieure a tout nombre reel strictement positif. Bien entendu, un infinitesimal ne peut 
etre un nombre reel sans etre identiquement nul, ce qui ne presente aucun interet. L 'analyse 
non standard resoud le probleme en introduisant des nombres reels "non standard" qui appa- 
raissent uniquement comme des intermediaries de calcul. Cependant, une telle approche n'est 
pas entierement satisfaisante car il est impossible d'exhiber un seul nombre "non standard". 

Toutefois, si on remplace les nombres par des operateurs agissant sur un certain espace de 
Hilbert, il est naturel de definir les infiniment petits comme les operateurs compacts. 

Definition A. 4.1 Soient 7i un espace de Hilbert et T un operateur sur 7i. Par definition, T 
est compact si V adherence de I'image de la boule unite de H par T est une partie compacte de 

n. 

Ces operateurs forment un ensemble stable par les operations usuelles, ce qui est indispens- 
able dans les calculs pratiques. 

Proposition A. 4.1 Les operateurs compacts forment un ideal de Valgebre des operateurs 
bornes. 

On peut caracteriser les operateurs compacts de plusieures manieres differentes. 

Theoreme A. 4.1 Soient H un espace de Hilbert et T un operateur sur H. Les propositions 
suivantes sont equivalentes : 

1. T est un operateur compact, 

2. la suite decroissante (A n )„ eN des valeurs propres de \JT*T tend vers 0, 

3. pour tout e > 0, il existe un sous-espace E deTi de dimension finie tel que la restriction 
de T au supplementaire orthogonal de E soit de norme inferieure a e, 

4- T est limite uniforme d'une suite d'operateurs de rang fini et la distance entre T et le 
sous-espace des operateurs de rang n est donne par \ n . 

Ce theoreme justifie l'analogie entre operateurs compacts et infinitesimaux : alors qu'un 
infinitesimal doit verifier \x\ < e pour tout e > 0, un operateur compact verifie ||T|| < e sauf 
peut-etre sur un sous-espace de dimension finie. 

En etudiant la suite des valeurs propres d'un operateur compact, on peut definir des in- 
finitesimaux de tout ordre. 

Definition A. 4. 2 Soient 7i un espace de Hilbert, T un operateur compact sur H et a un 
nombre reel strictement positif. On dit que T est un infinitesimal d'ordre a si la suite (A„) neN 
des valeurs propres de \T\ = \JT*T satisfait a \ n = 0{n~ a ). 

II est possible de montrer que les infinitesimaux obeissent aux regies de calcul usuelles. 
Par exemple, si Ti et T 2 sont des infinitesimaux d'ordres a± et a 2 , leur produit T{T 2 est un 
infinitesimal d'odre ct\ + a 2 - 

Puisqu'un operateur generalise une fonction, un operateur compact doit etre considere 
comme une fonction a valeurs infinitesimales. On veut pouvoir integrer une telle fonction pour 
obtenir un nombre fini. A priori, le meilleur candidat pour l'integration est simplement la trace, 
les operateurs compacts ayant une trace sont definis commme integrables et leur trace est leur 
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integrate. Toutefois, cette definition n'est pas la bonne car elle ne nous permet pas de retrouver 
l'integrale usuelle dans le cas commutatif. 

Pour cela, nous allons definir, sur l'ideal des infinitesimaux d'ordre 1, une fonctionnelle qui 
possede les proprietes de la trace et se reduit a l'integrale usuelle dans le cas commutatif. 

Cette construction fait appel a la trace de Dixmier et necessite quelques preliminaries tech- 
niques. 

Sur l'espace des suites bornes de nombres reels, soit lim w une forme lineaire satisfaisant aux 
conditions suivantes : 

1. lim a ,(a n ) est la limite de la suite (a n ) nen si elle converge, 

2. lim a ,(a n ) > si a n > 0, 

3. lim^(o;i, cti, a 2 , a 2 , a 3 , a 3 , . . .) = lim a; (a n ). 

On peut alors utiliser une telle forme lineaire pour associer a tout infinitesimal d'ordre 1 un 
nombre complexe. 

Definition A. 4. 3 Soient T > un infinitesimal d'ordre 1, (A„) neN * la suite decroissante de 
ses valeurs propres et lim w une forme lineaire sur l'espace des suites bornees de nombre reels 
satisfaisant aux proprietes precedentes. On definit la trace de Dixmier par 



On etend Tr w par linearite aux infinitesimaux d'ordre 1 non positifs. 
Lorsque la suite (A n ) ne ^ converge, on a 

Tr.(T)= lim Ai+ /'- + An . (A.10) 

V ' N->+oo logN V ' 

En regie generate, la trace de Dixmier verifie les proprietes suivantes. 
Proposition A. 4. 2 

1. Soit T un infinitesimal d'ordre 1 et S un operateur borne. Alors Tr w (ST) = Tr w (TS). 

2. SiT>0 alors Tr w (T) > 0. 

3. La trace de Dixmier ne depend que de la structure d'espace vectoriel topologique de 7i et 
non du produit scalaire sous-jacent. 

4- La trace de Dixmier s'annule sur les infinitesimaux d'ordre > 1. 

Dans la plupart des cas, cette fonctionnelle depend de la definition de lim^. Cependant, on 
peut parfois calculer Tr^ a l'aide d'une fonction ( generalised definie par ((s) = Tr(P s ). 

Proposition A. 4. 3 Soient T > un infinitesimal d'ordre 1 et s > 1 un reel. Alors Tr(T s ) est 
bien definie et si 

lim (s-l)Tr(T 8 ), (A.ll) 

s— >1+ 

existe, elle est egale a Tr^T) 

Terminons en etudiant le cas particulier des operateurs pseudodifferentiels qui nous montre 
comment la trace de Dixmier s'insere dans un contexte geometrique. 
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Commengons par donner la definition d'un operateur pseudodifferentiel sur R n . Soit S Fes- 
pace de Schwartz des fonctions a decroissance rapide ainsi que leurs derivees sur R n . Toute 
fonction / G S peut s'ecrire a l'aide de sa transformee de Fourier 

f(x)= f d n kf(k)e ikx , ViGM", (A.12) 



avec 

^ = TT^f d n xf(k)e~ ik *, VkER n . (A.13) 

F'application transformee de Fourier />—>•/ definit un isomorphisme de S sur lui-meme. 

Definition A. 4. 4 Un operateur pseudodifferentiel d'ordre d G Z sur E n est un operateur 
lineaire P qui a f G S associe la fonction P ■ f definie par 

P.f(x)= f d n ka{x,k)f{k)e ikx , Va; G R n , (A.14) 

JR 71 

oil a est une fonction sur R n x E n appelee symbole de P et satisfaisant a 

\d%d? k a{xM < C a ,e(l + \k\) d -?, (A.15) 

pour tous a, (3 G N n et oil C a ^ est une constante positive. 

Pour toute fonction f de n variables et tout a G N n , nous avons utilise la notation 

d a J = — '—. (A.16) 

dx a ^ . . . dx a v ' 

Puisque S est dense dans L 2 (R n ), on peut considerer que P est un operateur sur Fespace de 
Hilbert L 2 (R n ) de domaine dense. 

Avant d'appliquer aux operateurs differentiels le formalisme precedent, il convient de re- 
marquer que les operateurs pseudodifferentiels sont en general definis entre les espaces des 
sections de deux fibres vectoriels sur une variete O. Nous nous somme contentes de don- 
ner une definition simplifiee valable pour des fibres triviaux de rang 1 au-dessus de R n . Cette 
definition peut etre generalisee a des fibres de rang quelconque au-dessus de R n en prenant un 
symbole a valeurs matricielles. On etend alors la definition d'un operateur pseudodifferentiel 
sur une variete quelconque en utilisant des coordonnees locales. 

Un operateur pseudodifferentiel P est dit classique si son symbole admet un developpement 
asymptotique du type 

a(x,k) ~ ^2a d -i(x,k), (A.17) 

oil ad-i(x, k) est une fonction homogene de degre d — i de k. 
Nous pouvons maintenant introduire le residu de Wodzicki. 

Definition A. 4. 5 Soit M. une variete compacte de dimension n munie d'une metrique rie- 
mannienne, E un fibre vectoriel complexe sur M. et A un operateur pseudodifferentiel classique 
agissant sur les sections de E. Le residu de Wodzicki de A est defini par 

W(A) = ResTr(AA~ s ), (A. 18) 



oii A est un laplacien generalise. 
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Cette definition utilise la notion de laplacien generalise : 

Definition A. 4. 6 SoitM une variete compacte de dimension n munie d'une metrique rieman- 
nienne g, E un fibre vectoriel complexe sur Ai et V : E — > E®c°°(M)Q l {-M) une connexion sur 
E. Une application A de Vespace des sections de E dans lui-meme est un laplacien generalise 
associe a V si A s 'ecrit en coordonnes locales 

a = -fTV^ + <rr*,v A (A. 19) 

ou V action de V sur une section ^ est donnee par V(\l/) = (8> dx^ et ou designe la 
connexion de Levi-Civita. 

Les operateurs pseudodifferentiels classiques forment une algebre et on montre le resultat 
suivant (voir | Kassj] pour une revue). 



Theoreme A. 4. 2 L 'application A t— > Res(A) est une trace sur V algebre des operateurs pseu- 
dodifferentiels classiques. Lorsque M. est une variete connexe de dimension n > 1, cette trace 
est unique a un facteur de normalisation pres. 

Cette trace peut etre reliee a la trace de Dixmier ||C3|| . 



Theoreme A. 4. 3 Soit A un operateur pseudodifferentiel d'ordre —n. Alors la trace de Dixmier 
Tr w (A) est bien definie et on a 

Tr w (A) = -W(A). (A.20) 
n 

En general, le residu ne se calcule pas en utilisant les fonctions ( generalisees, mais en 
utilisant son expression integrale a l'aide du a_ n (x, k) |[Kass|| . On en deduit aisement que la trace 



de Dixmier combinee avec l'operateur de Dirac nous permet de retrouver l'integrale usuelle : 

Proposition A. 4. 4 Soit M. une variete riemanienne compacte de dimension n munie d'une 
structure de spin et soit T> l'operateur de Dirac associe. Pour toute fonction f G C°°(Ai), 
f\V\~ n est un operateur pseudodifferentiel d'ordre —n et on a 

TUf|X?|- n ) = A n / fVgd n x, (A.21) 

JM 

avec 

2[n/2]-n/2 

An = (2vr)«/ 2 r(n/2 + l)' (A ' 22) 
Cela acheve notre discussion de la trace de Dixmier et de ses applications en geometrie non 



commutative. Nous renvoyons a |[Kastl|| et ||KW|| pour les applications de cette theorie a la 
relativite generale. 



Annexe B 
K-theorie 



En geometrie usuelle, la K-theorie se propose de classifier les fibres vectoriels au-dessus d'un 
espace topologique X fixe. Pour cela, on associe a chaque espace une serie de groupes abeliens 
et a chaque fibre au-dessus de cet espace un element de ces groupes. Bien que de nature tres 
differente, ces groupes sont assez similaires au groupes d'homotopie qui sont bien connus des 
physiciens. Alors que ces derniers n'ont pas de generalisation immediate en geometrie non 
commutative, la K-theorie peut etre formulee de maniere purement algebrique et joue ainsi un 
role tres important dans notre contexte. Nous allons donner les definitions de base de cette 
formulation algebrique dans le cas des C*-algebres, en renvoyant a ||We|| pour une construction 
detaillee. 



B.l Fibres vectoriels en geometrie non commutative 

Commengons par rappeler la definition d'un fibre vectoriel en geometrie ordinaire. 

Definition B.l.l Soit X un espace topologique. Un fibre vectoriel sur X , appele la base du 
fibre, est un triplet (£,X,tc), ou £ est un espace topologique appele espace total et ix : £ — > 
X une application continue et surjective telle que 7r _1 (x) soit muni d'une structure d' espace 
vectoriel de dimension finie pour tout x E X. De plus, ce fibre est dit localement trivial s'il 
existe un recouvrement ouvert (U^^i tel que 7r -1 ([/j) soit isomorphe a Ui x F , ou F est un 
espace vectoriel de dimension finie. 

Par la suite, nous ne considererons que des fibres vectoriels localement triviaux, aussi sous- 
entendrons nous l'expression "localement trivial". 

Afin de generaliser cette notion en geometrie non commutative, nous devons donner quelques 
definitions purement algebriques JCang2]. 



Definition B.1.2 Soit A une algebre et £ un A-module a droite. On dit que £ est un A-module 
a droite de type fini et projectif si 

1. £ est engendre par un nombre fini d 'elements en tant que A-module a droite, 

2. il existe un autre A-module a droite £' telle que la somme directe £ © £ ' soit isomorphe 
au A-module a droite trivial A N . 

On montre alors le resultat suivant, que nous avons utilise lors de notre etude des theories 
de Yang-Mills. 

Proposition B.l.l Tout module projectif fini a droite sur A est isomorphe a un module du 
type eA N , ou e G Mn(A) est une projection. 



206 



ANNEXE B. K-THEORIE 



L'introduction de la notion de module projectif se justifie par le theoreme de Serre-Swan, 
qui permet de relier modules projectifs et fibres vectoriels : 

Theoreme B.l.l Si X est un espace topologique compact et si A = C°(X) est Valgebre des 
fonctions continues sur X a valeurs complexes, alors les modules des sections des fibres vecto- 
riels sur X sont les modules projectifs de type fini sur Valgebre A. 

II est utile de remarquer que Ton construit explicitement cet isomorphisme en utilisant une 
partition de l'unite telle qu'au-dessus de chacun des ouverts la composant, le fibre est trivial. 

Ainsi, les modules projectifs sur une algebre generalisent les espaces de sections de fibres 
vectoriels en geometrie non commutative. 



Pour construire les groupes de K-theorie dans ce contexte algebrique, commengons par 
introduire une relation d'equivalence sur l'ensemble des modules projectifs sur une algebre 
donnee. 

Definition B.2.1 Deux modules projectifs finis sur une algebre A sont equivalents s'ils sont 
isomorphes, eventuellement apres addition d'un module trivial A N . 

En utilisant la partition de l'unite apparaissant dans la demonstration du theoreme de Serre- 
Swan, il est clair que les fibres vectoriels triviaux sont en correspondance biunivoque avec les 
modules triviaux A N . Cette relation d'equivalence est done la meme que celle introduite en 
geometrie usuelle. 

Proposition B.2.1 Muni de la somme directe, les classes d'equivalence de modules projectifs 
finis forment un semi-groupe abelien Kq(A). 

A partir de ce semi-groupe on construit un groupe a l'aide du procede employe lors du 
passage des entiers naturels N aux entiers relatifs Z. 



Ainsi, nous avons associe a chaque algebre un groupe abelien K (A). Par la suite, nous ap- 
pliquerons cette construction a des C*-algebres qui generalisent l'algebre des fonctions continues 
sur un espace compact. 



B.3 Groupes d'ordre superieurs et periodicite de Bott 



De la meme maniere, il est possible de construire de maniere purement algebrique les groupes 
d'ordre superieurs. Bien que cette construction soit relativement ardue, elle se simplifie con- 
siderablement dans le cas des C*-algebres. 

La premiere etape consiste a introduire la suspension. 

Definition B.3.1 Soit A une C* -algebre et C°(r) la C* -algebre des fonctions continues sur R 
qui tendent vers en ±00. Par definition, la suspension de A est SA = C°(r) ® A. 



B.2 Le groupe K (A) 



Definition B.2. 2 K (A) est le groupe abelie; 
d' equivalence definie sur Kq(A) x Kq(A) par 




relation 



(x, y) ~ (x', y') si et seulement si x + y' = y + x'. 




B.4. CALCUL FONCTIONNEL HOLOMORPHE 
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Bien entendu, il est possible d'iterer ce procede et de definir S n (A) par S n (A) = 
SiS^iA)). 

Definition B.3.2 Soit A une C* -algebre. Les groupes de K-theorie d'ordre superieurs sont 
definis par K n (A) = K (S n A). 

En fait, il s'avere que ces groupes sont isomorphes a K Q (A) si n est pair et a Ki(A) si n 
est impair. De plus K (A) et Ki(A) admettent une description simple en termes de groupes 
d'homotopie. 

Pour tout entier N, notons Un(A) le groupe des elements unitaires de Mn(A). L'application 

ueU N {A)^{^ °^eU N+1 (A) (B.2) 

definit une inclusion de U~n(A) dans U^ + i(A). A l'aide de cette inclusion on definit 

U OQ (A)= U U N (A). (B.3) 

7VSN 

On montre alors le 

Theoreme B.3.1 Avec les notations precedentes, on a 

K {A)=7T 1 (U oo (A)) et K 1 (A) = 7r (Uoo(A)). (B.4) 
Ainsi, le groupe Ki(A) mesure le defaut de connexite du groupe UooiA). 

B.4 Calcul fonctionnel holomorphe 

La theorie precedente s'applique remarquablement bien aux C*-algebres. Cependant, ces 
dernieres correspondent aux algebres de fonctions continues alors que nous sommes interesses, 
en particulier lors de l'etude du couplage avec la cohomologie cyclique, par des algebres de 
fonctions lisses. Pour passer de l'un a l'autre, on utilise la notion de pre C*-algebre, qui se base 
sur le calcul fonctionnel holomorphe ||C5|| . 

Definition B.4.1 Soient A une C* -algebre avec unite et a un element de A. Le spectre de a 
est Vensemble des A G C tel que a — XI ne soit pas inversible. 

Les formules de Cauchy permettent de definir l'image de x par une fonction holomorphe sur 
le spectre de x. 

Definition B.4. 2 Soient A une C* -algebre, a un element de A et f une fonction a valeurs 
complexes et holomorphe sur le spectre de a. On definit f(a) par 

f(a) = — ( -l^dz, (B.5) 
2m Jr z — a 

ou T est n'importe quelle courbe fermee simple orientee dans le sens positif et entourant le 
spectre de a. 

On introduit alors la notion de pre C*-algebre. 

Definition B.4. 3 Une pre C* -algebre est une sous-algebre dense d'une C* -algebre qui est stable 
par calcul fonctionnel holomorphe. 
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Les algebres que nous rencontrons dans notre etude des triplets spectraux (A, H, V) sont 
munies d'une structure de pre C*-algebre qui permet de construire une C*-algebre representee 
sur H. 

Proposition B.4.1 Soit A une pre C* -algebre. Alors, toute representation involutive de A 
dans un espace de Hilbert est continue et s'etend de maniere unique en une representation de 
C*-algebre. 

Enfin le resulat suivant nous autorise a travailler avec des pre C*-algebres. 

Proposition B.4.2 Soient A une C* -algebre et B une sous-algebre dense de A, stable par 
calcul fonctionnel holomorphe. Alors Vinclusion de B dans A induit un isomorphisme entre 
K (A) etK (B). 

Cela justifie le fait que nous travaillons avec des algebres de fonctions lisses plutot qu'avec 
des C*-algebres qui sont d'un maniement plus delicat. 



Annexe C 

Cohomologie cyclique 



Enfin, nous terminons en donnant les quelques rudiments de cohomologie cyclique indis- 
pensables a la comprehension de certains de nos resultats concernant Faction de Yang-Mills 
ou celle de Chern-Simons. Le livre de reference sur le sujet est incontestablement | |Cofl , mais la 
lecture de certains passages de [|C5| se revele indispensable pour l'etude du couplage avec la 
K-theorie. 



C.l Cohomologie cyclique 

La definition suivante caracterise de maniere purement algebrique les proprietes des formes 
differentielles et de leur integration. 

Definition C.l.l Un cycle de dimension n sur une algebre A est un quadruplet (fl, n, d, J) ou 

1. Vl = © Q, est une algebre graduee, 

k=0 

2. ti est une representation de A dans Q°, 

3. d : Q k — > Q k+1 est une application lineaire satisfaisant a d 2 = 0, a d(Q n ) = ainsi qu'a 
la regie de Leibniz graduee d(u^) = du ^ + (— l) p u d^ pour tous to G Q p et £ G fl q , 

4- J : fi n — > C est une forme lineaire telle que J du = si u G fi n_1 , et J u£ = (—l) pq J t^uo, 
pour tous uj G Q p et £ G £l q tels que p + q = n. 

Cela nous mene a la definition du caractere d'un cycle. 

Definition C.l. 2 Le caractere d'un cycle de dimensionn est V application multilineaire definie 
sur A n+1 par 

r(a ,a 1 ,. . . ,a n ) = J n(a ) d(n(a 1 )) . . . d(n(a n )). (C.l) 

En fait, il s'avere que le caractere d'un cycle verifie certaines proprietes qui sont a la base 
de la cohomologie cyclique. 

Proposition C.l.l Une application (n + 1) -lineaire r sur A est le caractere d'un cycle sur A 
si et seulement si 

r(a , ax,..., a n ) = (-l) n r(a n , a , . . . , a n -i) (C.2) 
pour tous ao, a%, . . . , a n G A et 

n 

^(-l) fc r(a , ax,..., a k a k+1 , a n+1 ) + (-l) n+1 r(a n+1 a , a a , . . . , a n ) = (C.3) 
pour tous ao, a\, . . . , a n+1 G A. 
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Avant de definir la cohomologie cyclique dans un cadre plus abstrait, rappelons la definition 
d'un bimodule. 

Definition C.1.3 Soient A et B deux algebres et M. un espace vectoriel. On dit que M. est un 
(A, B) -bimodule si A agit a gauche et B d droite sur M. et si ces deux actions commutent. 

La proposition suivante est facile a verifier. 

Proposition C.1.2 Soient A un algebre, M. un bimodule sur A et C n (A, M) I'espace vectoriel 
des applications multilineaires de A n dans M.. L 'application b : C n (A,M) — > C n+1 (A, M.) 
definie par 

bT(a 1 , a n+ i) = a 1 T(a 2 , a n+1 )+ 

, a n )a n+ i (C.4) 

i=i 

pour tous T G C n (A, M.) et a±, . . . , a n+ i G A verifie 

b 2 = 0. (C.5) 

Nous definissons alors la cohomologie de Hochschild de la maniere suivante. 
Definition C.1.4 La cohomologie du complexe 

C°(A, M)^C\A,M)-^...-^ C n (A, M) C n+1 (A, M)-^... (C.6) 

est la cohomologie de Hochschild a valeurs dans le bimodule M. . 

De meme, nous avons une version duale de la proposition precedente : 

Proposition C.1.3 SoitA une algebre, M. un bimodule sur A et C n (A, M.) le produit tensoriel 
M <g> A® n , L'application b : C n (A, M) — > C n -i(A, M) definie par 

b{m <S> ai <S> ■ ■ ■ , a n ) = ma\ ® a 2 <S> ■ ■ ■ <8> a n + 

n-l 

(—l) l m ® ai ® • • • <8> ® • • • <S> a n + (—l) n a n m ® ai <g) . . . <S> a n ® a n _i (C.7) 

i=l 

pour tous m G M. et a±, . . . ,a n G A verifie 

b 2 = 0. (C.8) 

Cela nous mene a la definition de l'liomologie de Hochschild. 
Definition C.1.5 L'homologie du complexe 

C n (A, M) C n _i(A M)-^...-^ C (A, M) ^ {0} (C.9) 

est appelee homologie de Hochschild a valeurs dans le bimodule A4. 

Ces definitions utilisant des bimodules sont tres generates. Nous avons deja rencontre l'ho- 
mologie de Hochschild a valeurs dans un bimodule lors de la formulation de l'axiome d'ori- 
entabilite. En particulier, il est facile de verifier que l'homologie de Hochschild d'une algebre 
de matrices est egale a celle de C qui est triviale, ce qui est une obstruction a l'existence de 
triplets spectraux finis de dimension n > 0. 



C.2. LA COHOMOLOGIE CYCLIQUE PERIODIQUE 
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Considerons l'espace vectoriel M. forme de toutes les applications lineaires de A dans C 
muni de la structure de bimodule definie par 

a<pb(x) = (f)(bxa) (CIO) 

pour tous a, b, x G A. Nous identifions une applications lineaire <f> de A dans M. a une forme 
n + 1 lineaire sur A grace a la relation 

0(a o , ai, . . . , a n ) = 0(a o )(ai, • • • , a n ) (Cll) 

pour tous a , . . . , a n G A 

Le cas particulier de la cohomologie cyclique a valeurs dans ce bimodule est celui que nous 
avons considere dans cette these. II nous mene a la definition de la cohomologie cyclique. 

Definition C.1.6 Soit C™(A) l'espace de formes multilineaires : A n — > C satisfaisant a la 
condition 

0(a o , a u . . . , On) = (-l) n 0(ai, . . . , a n , a ). (C12) 
La cohomologie du complexe 

C° X (A) -^Cl(A)^...^ Cl{A) ^ C n x + \A) (C.13) 

est la cohomologie cyclique de A. Les elements de C%(A) situes dans le noyau de b sont appeles 
cocycles cycliques. 

En general, on note HC n (A) les groupes de cohomologie cyclique. Par definition, on a 

HC n (A) = Zl/Bl, (C.14) 

ou Z™(A) (resp. £") sont formes des elements de C™(A) situes dans le noyau de b (resp. 
dans l'image de b). De meme, on note H n (A, A*) les groupes de cohomologie de Hochschild 
correspondant au bimodule M. = A* forme des formes lineaires sur A. 

Le complexe de la cohomologie cyclique est done un sous-complexe du complexe de la 
cohomologie de Hochschild precedente. L'etude des relations entre ces deux complexes est a 
l'origine de l'operateur de periodicite. 

C.2 La cohomologie cyclique periodique 

Si A et B sont deux algebres et si (fi^, 7T4, d^, J A ) et ttb, dg, Jb) sont des cycles de 
dimension n A et njs sur A et B, on definit de maniere naturelle un cycle (Q, n, d, J) de dimension 
n — n A + n B sur A <S> B par 

1. tt k = © ® % et it = tx a ® ir B , 

i+j=k 

2. d = d A ® 1 + (— 1)*1 <g> d B sur VL\ ® 

3. / = /^®/g en tant que forme lineaires sur VL n = Vt A A ® fig s . 

Cette notion correspond aux formules usuelles relatives aux formes diffferentielles sur un 
produit de deux varietes. Puisqu'il y a une relation biunivoque entre caracteres de cycles et 
cocycles cycliques, on obtient le resultat suivant. 
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Proposition C.2.1 Soit (ft a le caractere du cycle (fi^, tt a , d^, J A ) et tpQ celui de 7Tb, ds, J B ). 
Alors le caractere du cycle (Q, ir, d, J) est un cocycle cyclique de dimension n A + n B sur A ® B 
note (f)A#<frt3- 

Ce produit, appele "cup product" en anglais, joue un role important en cohomologie cy- 
clique. Par exemple, il peut etre utilise pour etendre un cocycle cyclique (ft de dimension n sur 
une algebre A h \m cocycle cyclique (ft sur My [A). En effet, la trace est un cocycle cyclique de 
dimension sur Mjv(c), ce qui prouve que (ft = Tr#0 est un cocycle cyclique de dimension n 
sur M N (A) = Mjy(c) ® A. Sur les produits tensoriels /x <S> a , . . . , \i n <S> a n de M N (c) <S> A, la 
valeur de (ft est 

4> (jjlq <g> Oq, . . . , n n ® a n ) = Tr (/ii . . . fi Q ) (ft (a , . . . , a n ) , (C.15) 

ce que nous utilisons lors de l'etude des theories de jauge. 

Abordons maintenant la definition de la cohomologie cyclique periodique. La proposition 
suivante, facile a verifier, nous donne la cohomologie cyclique de l'algebre C. 

Proposition C.2.2 La cohomologie cyclique de C est donnee par H n (c) = C si n est pair et 
H n (c) = {0} si n est impair. 

Notons a le generateur de HC 2 (C) normalise par cr(l, 1, 1). Remarquons que dans ||C2|| , la 



normalisation est cr(l, 1, 1) = 2?7r, ce qui entraine l'apparition de facteurs 2m supplementaires. 
Nous ici adoptons les conventions de ||C5| . 



Definition C.2.1 L'operateur de periodicite S : HC n (A) — > HC n+2 (A) est defini par 

S((ft) = aM (C.16) 

pour tout cocycle cyclique (ft de dimension n. 

Bien entendu, il faut verifier la coherence de cette definition, en particulier il faut s'assurer 
que l'image d'un bord est encore un bord. Nous renvoyons a |p5|| pour une construction detaillee. 



L'operateur de periodicite permet de preciser la relation entre la cohomologie de Hochschild 
et la cohomologie cyclique. En effet, toute classe de cohomologie cyclique determine une classe 
de cohomologie de Hochschild, ce qui definit une inclusion / : HC(A) — > H(A,A*) de la coho- 
mologie cyclique dans la cohomologie de Hochschild. En general, cette derniere est plus facile 
a calculer et il est utile de caracteriser l'information perdue lors du passage de la cohomologie 
cyclique a la cohomologie de Hochschild. 

Proposition C.2.3 Le noyau de I : HC n+l (A) -> H n+1 (A, A*) est egal a l'image de S : 
HC^iA) ^HC n+l {A). 

Les elements que nous avons perdus lors du passage a la cohomologie de Hochschild sont 
done exactement les images des cocycles cycliques de dimension inferieure. 

L'operateur de periodicite permet aussi de definir la cohomologie cyclique periodique. En 
effet, on peut toujours inclure HC n (A) dans HC n+2 (A) en l'identifiant avec S (HC n (A)). 

Definition C.2.2 Soit 

HC paire (A) = {J^HC 2n (A) (C.17) 

et 

HC impaire (A) = U HC 2n+1 (A). (C.18) 

Les groupes de cohomologie HC paire (A) et }j(j im P mre ^j\^ forment la cohomologie cyclique 
periodique. 



C.3. COUPLAGE AVEC LA K-THEORIE 
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Cette derniere joue un role fondamental en geometrie non commutative car c'est elle qui se 
couple a la K-theorie. De plus, elle admet une description simplifiee a l'aide d'un bicomplexe. 

Pour definir ce bicomplexe, introduisons un nouvel operateur B : H n (A, A*) — > HC n ~ 1 (A). 
Pour toute forme n-lineaire de A® n dans A, nous defmissons 

B<j)(a , a^..., a n _i) = AB o 0(a o , a u . . . , a n _i) (C.19) 



avec 



B (j)(a , d!, . . . , a n -i) = (f)(l,a ,a 1 ,...,a n - 1 ) 

(-l) ft ^(a ,a a ,..., a^ a ,l), (C.20) 

et A est defini sur toute application multilineaire \I> de v 4.®( n+1 ) dans A par 

n 

A^(a , ...,a n ) = ^(-l) n ^(aj, Oj+i, • • • , a n , a , ■ ■ ■ , (C.21) 

j=0 

La proposition suivante relie B a l'operateur 6 apparaisant dans la definition de la cohomologie 
de Hochschild. 

Proposition C.2.4 B verifie B 2 = et bB + Bb = sur Vespace C n (A, A*) forme de toutes 
les application multilineaires de A® n dans A* . 

Par consequent, les deux differentielles b et B peuvent servir a definir un bicomplexe. 

Theoreme C.2.1 Sim et n sont deux entiers relatifs, definissons C n,m (A) comme etant I'es- 
pace des formes {n — m) lineaires de A dans A* si n — m > et par C n ' m (A) = si n < m. 
Soient di et d 2 les deux applications definies pour tous m,n G Z par 

d x : C n ' rn {A) -> C n+1 ' m (A), d 1 = {n-m + 1)6 (C.22) 

d 2 : C n > m (A) -> C n ' m+1 L4), d 2 = —^—B, (C.23) 

n — m 

<i 2 etani mi/Ze sim = n. Ces deux applications verifient (di) 2 = 0, (d 2 ) 2 = et d\d 2 + d 2 d\ = 
definissent un bicomplexe dont la cohomologie totale est egale a la cohomologie cyclique 
periodique. 

En d'autres termes, on peut reconstruire la cohomologie cyclique periodique a l'aide d'un 
bicomplexe, ce qui s'avere fondamental dans la demonstration de la formule locale de l'indice 
en geometrie non commutative. 

II est important de noter que les differentielles de ce bicomplexe sont proportionelles a b 
et B mais non identiques a ces derniers. Cela a pour consequence l'apparition d'un facteur de 
normalisation lors du passage de la cohomologie cyclique periodique au bicomplexe determine 
par {b.B). 



C.3 Couplage avec la K-theorie 

La cohomologie cyclique periodique se couple a la K-theorie. Ce couplage generalise, dans 
le cadre de la geometrie non commutative, les quantites topologiques apparaissant en physique 
theorique, comme par exemple le nombre d'instantons. 

Donnons les principaux resultats relatifs a ce couplage, en commengant par rappeler un 
resultat que nous avons deja rencontre ( |C.15|) . 
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Proposition C.3.1 Si r est un cocyle cyclique sur A, alors f defini sur M N (A) = A® M N (c) 
par 

f(a <S> m , Qi <8> mi, . . . , ajy <8> m N ) = r(a , ai, . . . , a^) Tr(m mi . . . m N ) (C.24) 
est un cocyle cyclique. 

Cela permet d'etendre tout cocycle sur A kun cocycle sur Mn(A), ce qui est indispensable 
si on veut appliquer les resultats suivants aux theories de jauge non abeliennes. 

Dans le cas pair, le couplage entre la cohomologie cyclique periodique et le groupe K (A) 
est donne par le 

Theoreme C.3.1 Soit r un cocycle cyclique de degre 2m sur A et e e Mn(A) une projection 
hermitienne. La quantite 

i-f(e,e,...,e) (C.25) 
ml 

ne depend que de la classe de r dans HC pmre (A) et de celle de e dans K (A). 

De meme, dans le cas impair, jJC %mpaire (A) se couple a Ki(A). 

Theoreme C.3.2 Soit r un cocycle cyclique de degre 2m+l sur A et u G Mn(A) un unitaire. 
Alors 

-f(u- l,u _1 - l,...,u- l,w _1 - 1) (C.26) 



V2i 2 n r(ra/2 + l) 

ne depend que de la classe de r dans nc %mpmre (A) et de celle de u dans Ki(A). 

Lorsque r est fixe, ces quantites ne dependent que de la classe de e ou de u en K-theorie, 
ce qui prouve qu'elles sont stables par deformation. 

Lorsque A est une C*-algebre separable, ce qui correspond dans le cas commutatif aux 
espace topologiques metrisables, on a le resulat suivant : 

Corollaire C.3.1 Lorsque I'algebre A est separable, les fonctions e i— > f(e, e, . . . , e) et f{u — 

1, -u -1 — 1, . . . , u — 1, u' 1 — 1) ne prennent qu'un nombre denombrable de valeurs. 

Toutefois, cela ne montre pas que ces couplages sont entiers. En general, 1'integrahte resulte 
uniquement du couplage avec le caracatere de Chern. 
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